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ВВЕДЕНИЕ

Термин эконометрия (эконометрика) был введен в научную литературу в 1930 году норвежским статистиком Рагнаром Фришем для обозначения нового направления научных исследований, возникшего из необходимости научно-обоснованного подтверждения и доказательства концепций и выводов экономической теории результатами количественного анализа рассматриваемых процессов. В этой связи можно сказать, что основная задача эконометрики состоит в построении моделей специфического типа (эконометрических моделей), описывающих взаимообусловленное развитие социально-экономических процессов, на основе информации, отражающей распределение их уровней во времени или (и) в пространстве однородных объектов. Эти модели используются в анализе и прогнозировании общих закономерностей и конкретных количественных характеристик рассматриваемых процессов, определении управляющих воздействий. Вследствие этого в самом широком толковании эконометрию можно рассматривать как объединение ряда дисциплин – экономической теории (включая микро- и макроэкономику, социальную сферу), социально-экономической статистики и теории измерения общественных процессов, математической статистики и методов экономико-математического моделирования.

Каждая из перечисленных дисциплин играет свою роль в эконометрическом исследовании. Экономическая теория занимается вопросами разработки концепций относительно законов развития исследуемых процессов с учетом их взаимосвязей; социально-экономическая статистика и теория измерений – выражением количественных и качественных состояний этих процессов (как правило, в последовательные периоды (моменты) времени) в виде набора логически непротиворечивых и содержательных показателей; методы экономико-математического моделирования – разработкой моделей взаимосвязей между рассматриваемыми процессами, адекватно отражающими экономические концепции в рамках выбранной системы показателей; математическая статистика – собственно построением самих моделей (т. е. оценкой их параметров), проверками гипотез относительно их адекватности тенденциям процессов, значимости взаимосвязей между ними, оценками неопределенности в полученных результатах, вызванной систематическими и случайными ошибками и т. п.

При этом обычно предполагается, что систематические ошибки в результатах возникают вследствие использования неадекватной тенденциям исследуемых процессов концепции относительно их взаимосвязей, систематических ошибок измерений их уровней, неправильно выбранной спецификации модели и ряда других причин объективного и субъективного характера.

Причинами существования случайной ошибки модели, как правило, являются случайные ошибки измерения процессов, невозможность учета в модели случайных воздействий множества незначимых с точки зрения экономической теории факторов и другие подобные причины.

Таким образом, при эконометрическом исследовании имеют место две стороны проблемы обеспечения высокого качества  его результатов – качественная и количественная. Качественная заключается в установлении соответствия между построенной эконометрической моделью и лежащей в ее основе концепцией, а количественная – в точности  аппроксимации (подгонки) имевшихся количественных и качественных характеристик рассматриваемых процессов данными модельных расчетов.

В конкретных научных исследованиях “концептуальные” и собственно “вычислительные”, прикладные аспекты эконометрии нередко отделяются друг от друга. В каждом из них имеют место свои проблемы, нерешенные задачи. Основной задачей “вычислительной” эконометрии является собственно построение адекватной тенденциям рассматриваемых процессов эконометрической модели. Исследованию проблем построения таких моделей в данной работе и будет уделено основное внимание.

ГЛАВА I. ПРОБЛЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

1.1. Основные этапы построения эконометрической модели

Построение эконометрической модели является центральной проблемой любого эконометрического исследования, поскольку ее “качество” непосредственно  определяет достоверность и обоснованность результатов анализа тенденций развития, прогнозов рассматриваемых социально-экономических процессов, а также вытекающих из них выводов, в том числе и по вопросам разработки необходимых управленческих мероприятий.

В эконометрических исследованиях обычно предполагается, что закономерности моделируемого процесса складываются под влиянием ряда других явлений, факторов. Обобщенная форма эконометрической модели, описывающей закономерности развития такого процесса, обозначенного переменной у, в зависимости от уровней, воздействующих на него внешних явлений, факторов хi, i=1, 2,..., n, может быть представлена следующим уравнением:

                             yt=f ((, xt)+(t,                                      (1.1)

где f((, xt) – функционал, выражающий вид и структуру взаимосвязей между уровнями переменных yt   и хit   в моменты  времени t=1, 2,..., Т (или на интервалах (t, t+1)); xt = (х1t, х2t,..., хnt) – вектор значений независимых переменных (факторов) в момент t; (=((0, (1,..., (n) – вектор параметров модели; параметр (i   выражает степень влияния фактора xi   на переменную y на всем рассматриваемом интервале (1, Т); (0 – постоянная модели; (t – случайная ошибка модели в момент t, в отношении  свойств и характеристик которой, как это будет показано далее, обычно выдвигаются некоторые дополнительные предположения.

Заметим, что в некоторых эконометрических исследованиях значения зависимой переменной yt  и факторов хit, t=1, 2,..., Т; i=1, 2,..., n; отражают распределение их уровней на совокупности однородных объектов. В этом случае индекс t выражает порядковый номер объекта (территории, предприятия и т. п.), а модель (1.1) – распределение переменной у на  совокупности однородных объектов под влиянием факторов, характеризующих их специфические свойства.

Факторы хi , i=1, 2,..., n, называют независимыми, подчеркивая их независимость от переменной у в смысле отсутствия обратного влияния у на хi. В связи с этим факторы хi  часто именуют экзогенными (внешними) переменными, а переменную у – эндогенной (внутренней) переменной модели. Здесь термин “внутренний” подчеркивает также то обстоятельство, что функционал f (a, xt) играет основную роль при определении расчетных значений зависимой переменной 
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, после того как с использованием того или иного метода будут найдены количественные значения оценок ai  параметров модели (i, i=0, 1,..., n; a=(a0, a1,..., an ) – вектор оценок параметров модели. Термин “внешний” отражает тот факт, что значения переменных хit   определяются вне модели (задаются только в качестве исходных данных).

В этой связи следует иметь в виду, что эконометрика допускает различные предположения относительно “статистического” содержания внешних переменных хit, в то время как переменная у согласно (1.1) всегда рассматривается как случайная величина.

Можно указать на три основные варианта статистической интерпретации независимых переменных. Достаточно часто их  значения интерпретируются как детерминированные величины. В этом случае при ошибке модели, обладающей свойствами “белого шума”*, наблюдаемые значения yt  можно рассматривать как условное распределение переменной у при заданных значениях хit, i=1, 2,..., n; t =1, 2,..., Т. Математическим ожиданием такого распределения является функционал f(a, x). Иными словами, в этом случае можно записать:
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Согласно другой интерпретации независимых переменных хi  их значения хit  рассматриваются как случайные величины. Например, предполагается, что измеренное значение хit характеризует i-е свойство t-го объекта,  случайным образом извлеченного из генеральной совокупности однородных объектов. В этом случае  значение Т характеризует объем выборки и для каждого i предполагается, что значения хit имеют многомерную плотность распределения gi(хi1, хi2,..., хiT) и для каждого t условные распределения yt   при заданных хit, i=1, 2,..., n; являются независимыми между собой.

Согласно третьей интерпретации переменных хi  предполагается, что значения хit   определены с ошибкой (ошибка измерения), т. е. их можно представить в следующем виде:
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 – истинное значение фактора хi   в момент t, а uit – ошибка, допущенная при измерении. В отношении свойств этой ошибки выдвигаются определенные предположения. Заметим, что и в отношении исходных значений yt   может быть выдвинуто предположение, что они содержат ошибку измерения.

Использование той или иной интерпретации значений независимых переменных эконометрических моделей, как правило, не вносит принципиальные изменения в процедуры их построения, в методы оценки их параметров, но часто сказывается на свойствах полученных результатов.

В этой связи еще раз следует отметить, что выражение (1.1) определяет лишь общий вид эконометрической модели. В конкретных  эконометрических исследованиях могут использоваться также  специальные типы моделей, каждый из которых имеет свои характерные особенности. Эти типы обычно можно классифицировать на основе двух признаков. Во-первых, по виду экзогенных факторов хi   и, во-вторых, по свойствам ошибки модели (t. 

В частности, в моделях регрессии классического типа обычно используются факторы, независимые между собой и с ошибкой модели, в предположении, что ошибка модели имеет свойства “белого шума” – процесса с нулевым математическим ожиданием, постоянной конечной дисперсией и нулевой корреляцией между ее разновременными значениями (рядами (t  и (t–1, (t   и (t–2  и т. д.,  t=1, 2,..., Т). Это означает, что в ряду ошибки (t  отсутствуют автокорреляционные связи.

В моделях с лаговыми независимыми переменными в качестве факторов используются разновременные значения хотя бы одной из переменных х, т. е. значения хit, хi,t–1, хi,t–2,... Аналогично в моделях с лаговыми зависимыми переменными в качестве экзогенных факторов рассматриваются значения переменной у в прошедшие моменты времени, т. е. значения уt–1,    уt–2,...

Кроме того, модели могут различаться и по свойствам их ошибок. Ряд ошибки может иметь свойства процесса белого шума, характеризоваться непостоянством дисперсии на различных участках интервала t=1, 2,..., Т; наличием автокорреляционных связей между соседними значениями  (t  и (t–1 и т. д. Наконец, ошибка может характеризоваться корреляционными связями с экзогенными переменными хit, как это имеет место, например, в системах эконометрических моделей, а также обладать другими специфическими свойствами.

В моделях с главными компонентами факторы формируются как линейные комбинации первоначально выбранных экзогенных переменных, т. е. фактор 
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, где bij – коэффициенты.

Специальные типы эконометрических моделей временных рядов (стационарных и нестационарных), получившие широкое применение в исследованиях динамики финансовых показателей и ряда других явлений, описывают процессы, тенденции которых предопределены их внутренними закономерностями. В таких моделях в качестве факторов обычно используются либо прошлые значения независимой переменной уt–1,   уt–2,..., либо значения ошибки (t–1, (t–2,..., либо те и другие совместно.

К особым типам моделей относятся и системы взаимозависимых эконометрических уравнений, которые характеризуются следующими особенностями. Во-первых, как это следует из названия, такие модели состоят из нескольких уравнений типа (1.1), в каждом из которых используется своя зависимая переменная уit. Во-вторых, зависимая переменная, например,     i-го уравнения выступает уже в качестве независимого фактора в других уравнениях системы. Присутствие таких переменных в системе уравнений делает их взаимозависимыми между собой, что, в свою очередь, предопределяет наличие у таких систем особых свойств.

Модели могут различаться и по характеру связей факторов с переменной у. По этому признаку их разделяют на линейные и нелинейные.

Эконометрические модели могут также различаться по свойствам своих параметров (модели с постоянной и переменной структурой) и целому ряду других признаков.

Характерной особенностью эконометрического исследования является то обстоятельство, что зачастую априорно, наиболее подходящий для рассматриваемого процесса тип модели  определить не представляется возможным. Однако, при этом, как правило, на основе содержательного анализа рассматриваемого явления обычно удается выделить приемлемые его альтернативные варианты и сформировать их исходные предпосылки. По результатам этапов эконометрического исследования эти варианты уточняются, и среди них выбирается тот, который в большей степени соответствует рассматриваемому процессу, явлению.

В общем случае процедуру построения эконометрической модели можно разделить на несколько взаимосвязанных между собой этапов. Основные среди них имеют следующее содержание.

1. Анализ специфических свойств рассматриваемых явлений и процессов и обоснование класса моделей, наиболее подходящих для их описания.

Отметим, что в общем случае целями этого этапа являются:

1.1. Выбор рационального состава включаемых в модель переменных и определение количественных характеристик, отражающих их уровни в прошлые периоды времени (на однородных объектах некоторой совокупности – территориях, предприятиях и т. п.).

1.2. Обоснование типа и формы модели, выражаемой математическим уравнением (системой уравнений), связывающим включенные в модель переменные.

2. Оценка параметров выбранного варианта модели на основании исходных данных, выражающих уровни показателей (переменных) в различные моменты времени или на совокупности однородных объектов. 

3. Проверка качества построенной модели и обоснование вывода о целесообразности ее использования в ходе дальнейшего эконометрического исследования.

4. При выводе о нецелесообразности использования построенной эконометрической модели в дальнейших исследованиях следует вернуться к первому (или какому-либо другому этапу) и попытаться построить более качественную модификацию модели (другой вариант модели).

Здесь следует отметить, что совокупности методов содержательного анализа и методов количественного анализа используются, дополняя друг друга, но с разными “удельными весами”, на всех этапах построения моделей. При этом несомненно, что центральное место в эконометрическом исследовании занимает этап оценки параметров модели. По его результатам конкретизируется ее уравнение, полученные оценки параметров которого играют ведущую роль и при проверке качества модели и при обосновании направлений ее дальнейшей модификации. Основную нагрузку на этапе оценки параметров модели несут методы теории вероятностей и математической статистики, которые имеют определенные специфические особенности в зависимости от типа рассматриваемой модели.

Вообще говоря, выделенные этапы построения моделей достаточно условны. Состав используемых на них процедур, приемов и методов, их очередность зависят от типа разрабатываемой эконометрической модели, особенностей исследуемых процессов, свойств исходных данных и т. п. 

В первой главе изложены основные, достаточно общие для всех типов моделей, подходы к решению проблем, возникающих на различных этапах их построения, на примере наиболее широко используемого на практике класса линейных моделей, выражаемых единственным уравнением,  аддитивно связывающим рассматриваемый процесс (зависимую переменную) с рядом определяющих закономерности его развития внешних факторов (независимых переменных). При этом мы не будем выдвигать никаких предварительных предпосылок относительно других  возможных “внутренних” свойств этого процесса, поскольку при рассмотрении общих вопросов их роль не столь существенна.

1.2. Особенности обоснования формы эконометрической        модели

Основные подходы к решению проблем первого этапа исследования в значительной степени базируются на методах содержательного анализа закономерностей рассматриваемых процессов, подкрепляемых по мере необходимости методами общей и математической статистики.

Дело в том, что в практических исследованиях на предварительном этапе вид функционала эконометрической модели (1.1) и точный состав включенных в нее факторов могут быть априорно  не известны. Часто имеются несколько альтернативных их вариантов, среди которых необходимо выбрать наиболее “приемлемый”. При этом “приемлемость” может отражать как требования экономической теории, так и необходимые ограничения по точности аппроксимации функционалом f(a, xt)  исходного ряда зависимой переменной yt, t =1, 2,..., Т.

В этой связи прежде чем подойти к решению задач первого этапа, необходимо сформировать хотя бы предварительные исходные предпосылки относительно конкретного состава  независимых переменных хi, вида  функционала, связывающего их с зависимой переменной у. При этом исследователь может использовать различного рода “теоретические гипотезы”, как экономического, так и математического содержания в отношении вида функционала, свойств процессов yt , хit  и  ( t.

Состав переменных хi и форма функционала f могут отражать либо экономическую концепцию, лежащую в основе взаимосвязи между зависимой и независимыми переменными, либо эмпирические (т. е. выявленные в ходе конкретных исследований) взаимосвязи между ними.

 Исходными данными, необходимыми для построения эконометрической модели, являются известные наборы (массивы) значений зависимой переменной у и независимых факторов хi.  При этом могут использоваться два принципиально различных типа исходных информационных массивов – статический и динамический. Статический массив представляет собой значения результирующей (зависимой, объясняемой и т.п.) переменной у и влияющих на нее факторов (независимых, объясняющих переменных) хi, имевших место у объектов однородной совокупности в определенный период времени. Примером таких объектов являются однотипные промышленные предприятия (заводы одной отраслевой направленности). В качестве у в практических исследованиях часто рассматриваются показатели производительности труда, объемов выпускаемой продукции и некоторые другие. В качестве хi  –  влияющие на уровень этих показателей факторы – объемы используемых фондов, численность и квалификация рабочей силы и т.п.

Приведем другой пример статической информации, характерной для социальных исследований.  В качестве у рассматриваются показатели заболеваемости (смертности) населения в регионах страны. Их уровень в каждом из регионов определяют значения  независимых факторов, отражающих достигнутый материальный уровень жизни, климатические условия, состояние окружающей среды и т. п. В этом случае необходимая для построения эконометрической модели информация собирается по совокупности регионов страны за фиксированный промежуток времени (год).

В общем случае будем считать, что необходимая для построения эконометрической модели базового типа (1.1) статическая информация выражается следующими массивами взаимосоответствующих наборов данных:

y1  ( х11    х21  ... хi1  ... хn1  ;

y2  ( х12    х22  ... хi2  ... хn2;

— — — — — — — — —

yj  ( х1j    х2j  ... хij  ... хnj;

— — — — — — — — —

yN  ( х1N    х2N  ... хiN  ... хnN,

где yj  – уровень зависимой переменной на j-м объекте совокупности; хij  – уровень фактора i-го фактора на j-м объекте совокупности; i=1, 2,..., n;  j=1, 2,..., N. 

В общем случае эконометрическая модель, использующая динамическую информацию, связывает значения некоторой зависимой переменной yt  в моменты времени t cо значениями независимых переменных (факторов) хit, рассматриваемых в те же моменты времени (или в предшествующие)*, t=1,2,..., Т. Такая информация может отражать, например, уровни производительности труда на одном из заводов и определяющих их значения факторов в последовательные периоды времени.

Исходная информация для построения эконометрических моделей может быть и смешанного типа. Например, она выражает уровни интересующих переменных по группе заводов за ряд лет.

Несложно заметить, что принципиального различия между статическим, динамическим и смешанным массивами не существует. Индекс t, в частности, может обозначать единицу совокупности (объект), так что набор y1, y2,..., yT  может рассматриваться как выборка из Т заводов (регионов) и наоборот, индекс j=1, 2,..., N может обозначать время. Это же относится и к независимым переменным хij  и хit. Вследствие этого в дальнейшем при изложении материала (если это не оговорено специально) для определенности будем использовать динамические индексы.

При формировании исходной информации для эконометрической модели чрезвычайно важной проблемой является выбор показателей, адекватных сущности исследуемых явлений. И здесь следует обратить внимание на определенную подмену понятий, которая обычно происходит на первом этапе построения модели при переходе от содержательного анализа явлений к формированию отражающих их уровни количественных характеристик (показателей).

 В ходе содержательного анализа явление часто рассматривается на качественном уровне. При этом специалисты оперируют достаточно обобщенными понятиями, например, заболеваемость, уровень медицинского обслуживания, качество и уровень жизни, климат, качество рабочей силы и т. п. В этой связи, заметим, что часто эконометрическая модель строится именно для выражения закономерности, существующей между явлениями. Однако при построении модели используется исходная информация, наборы показателей, которые выражают эти явления, их свойства, тенденции в виде количественных характеристик. Вследствие этого желательно, чтобы такое «выражение» было в некотором смысле как можно более “точным”.

Для традиционных направлений исследований проблема обоснования состава показателей обычно считается решенной. Например, в исследованиях производительности труда, макроэкономическом анализе обычно рассматриваются уже устоявшиеся наборы показателей, значения которых публикуются в статистических сборниках, научных отчетах и т. п. Их примером являются выработка на одного работающего как показатель, выражающий явление “производительность труда”, объемы ВВП (показатель результативности экономики), объем основных фондов (показатель уровня материальной обеспеченности производственного процесса,  экономики) и т.д.

Вместе с тем, в ряде областей эконометрических исследований такие системы показателей не могут быть сформированы столь однозначно. Часто одно и то же явление может быть выражено альтернативными вариантами показателей. Например, общий показатель заболеваемости в регионе за год может быть выражен суммарным числом заболеваний населения в течение этого периода времени. С другой стороны, в качестве меры заболеваемости может выступать и показатель, выраженный в виде суммарного количества дней продолжительности болезней. 

Однако в обоих этих случаях не учитывается степень тяжести болезни. Попытка такого учета приводит к необходимости расчета средневзвешенного показателя заболеваемости, но здесь сразу возникает проблема обоснования адекватных “весов”. Тяжесть болезни может определяться, например, по степени ее опасности, рассчитываемой как доля обусловленных ею смертных случаев в общем их количестве; на основании субъективного показателя “дискомфортности” состояния больного и т. п.

Аналогичные проблемы должны быть решены при обосновании показателей климата. Для этих целей обычно используются средняя температура воздуха, влажность, число солнечных дней в году и т. п., а также построенные на их основе некоторые комплексные характеристики. 

Заметим, что в отсутствие объективных данных в эконометрических исследованиях допускается замена одного показателя другим, косвенно отражающим то же явление. Например, среднедушевой доход как показатель материального уровня жизни может быть заменен на среднегодовой товарооборот на одного жителя региона и т. п.

Неправильный выбор показателя, представляющего рассматриваемое явление в модели, может существенно повлиять на ее качество. В этой связи к проблеме обоснования состава показателей (переменных) эконометрической модели на практике следует относиться с предельным вниманием. 

Предположим, что общее число независимых факторов, которые целесообразно включить в модель, равно n,  i=1, 2,..., n, и на основе  измеренных значений всех переменных в моменты времени t=1, 2,..., T  был сформирован массив исходных данных, который будет рассматриваться в качестве информационной основы для построения эконометрической модели.

Данный массив образован вектором-столбцом значений зависимой переменной y=(y1, y2, ... , yT EQ )(**  EQ  и матрицей значений независимых переменных
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размерностью T(n, таким образом, что каждому элементу yt вектора y  соответствует строка матрицы Х.

Рассматривая проблему выбора конкретного вида функционала f((, xt) из выражения (1.1) заметим, что в практике эконометрических исследований используется достаточно широкий круг функциональных зависимостей между переменными. Приведем некоторые, наиболее часто используемые, их виды:

1)
линейная

              yt =(0 +(1 х1t +...+(n хnt +(t,                       (1.2)

2)
правая полулогарифмическая

          yt=(0 +(1 lnx1t +...+(n lnхnt +(t,                (1.3)

3)
степенная 
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(1.4)


4)
гиперболическая

            yt =(0 +(1 /х1t +...+(n /хnt+(t,                    (1.5)

5)
логарифмическая гиперболическая

       lnyt =(0 +(1 /х1t +...+(n /хnt+(t,                          (1.6)

6)
обратная линейная (функция Торнквиста)

        1/yt=(0+(1 /х1t+...+(n /хnt  +(t,                          (1.7)

7)
функция с постоянной эластичностью замены  
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где ( и ( – также параметры функции.

8)
экспоненциальная функция
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где (1,..., (n – также параметры функции.

На практике могут встретиться и комбинации рассмотренных выше зависимостей. Например,


[image: image10.wmf]t

t

t

t

t

y

x

x

x

=

+

+

+

+

+

0

1

1

2

2

3

3

4

a

a

a

a

e

a

/

ln

.

.

.


и т. п.

Здесь необходимо отметить, что большинство функций f((, xt) с помощью определенного набора преобразований могут быть приведены к линейной форме (1.2). Например, если у и хi  связаны зависимостью у(1/хi  (выражение (1.5)), то, введя переменные ui=1/хi, получим выражение (1.2) с точностью до преобразования исходных факторов.

В практических исследованиях часто, используя преобразование ui=lnхi   и z=lny, степенную модель (1.4) преобразуют к линейному виду, связывающему логарифмы переменных у и хi. Однако заметим, что в данном случае с точки зрения математики такое преобразование не совсем корректно из-за “аддитивности” ошибки в выражении (1.4). Вследствие этого значения коэффициентов линейной относительно логарифмов переменных модели нельзя в общем случае полагать равными соответствующим значениям степенного аналога.

На примере линейной эконометрической модели покажем еще одну возможную форму представления моделей такого типа – моделей, в которых отсутствует свободный коэффициент (0. В общем случае такая модель представляется в следующем виде:
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Найдем взаимосвязи между переменными yt  и 
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Поскольку 
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  что отражает свойство равенства нулю математического ожидания ошибки (M[(t]= 
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Вычтем (0 из уравнения (1.2). Получим для всех t
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Из (1.12) непосредственно вытекает, что
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Операция (1.13) определяет так называемые центрированные переменные и называется операцией центрирования. Отметим, что для центрированных переменных справедливы следующие очевидные соотношения:

                                   
[image: image21.wmf]o

o

t

t

it

t

y

x

å

=

å

=

0

0

,

.

          

          

       (1.

14)


Использование центрированных переменных иногда значительно упрощает процедуры получения некоторых результатов, делает более наглядной их интерпретацию.

При этом следует помнить, что исходная информация для такой модели (вектор 
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 и матрица 
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) получается путем вычитания из каждого элемента каждого столбца соответствующего среднего (по столбцу) значения.

Как было отмечено выше, конкретный вид функциональной зависимости f((, xt) может выражать какую-либо содержательную концепцию, отражающую предполагаемый характер взаимосвязей между процессами yt   и хit, i=1, 2,..., n.

В основе использования степенной функции (1.4), например, обычно лежит концептуальное допущение о постоянстве частной эластичности выпуска у по каждому ресурсу (фактору) хi. Напомним, что частная эластичность в точке  t показывает, на сколько процентов изменится зависимая переменная уt  при изменении фактора хti на 1% при условии постоянства значений остальных факторов в этой точке. Частная эластичность определяется следующим выражением:
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Подставим вместо уt   в правую часть выражения (1.15) функцию 
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 получим 

                                           Эi = (i .                                     (1.16)

Таким образом, коэффициент модели (1.4) (i  сразу определяет значение эластичности у  по фактору хi  на всем интервале (1,Т).

Удобство экономической интерпретации параметров модели (1.4), относительная простота ее записи и послужили причиной ее широкого использования особенно в макроэкономических исследованиях.

Особую известность получили различные модификации двухфакторной функции Кобба-Дугласа
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которые обычно применяется в макроэкономических исследованиях при анализе взаимосвязи между объемом полученного валового внутреннего продукта (y) и используемыми ресурсами (х1  – основные фонды и х2  – затраты живого труда). Между собой эти модификации, в основном, различаются ограничениями, накладываемыми на значения коэффициентов (1 и (2, а также способом выражения и содержательной интерпретацией коэффициента (0. Например, “классический” вариант функции (1.17) предполагает, что значения (1 и (2  удовлетворяют следующим ограничениям: (1+(2=1; (1, (2(0. В других вариантах этой функции дополнительно вводят сомножитель е(t, выражающий влияние на валовый продукт временного фактора, характеризующего научно-технический прогресс и т. п.

Функция (1.8) обычно используется в предположении о постоянстве эластичности замещения одного фактора другим. Например,  если речь идет о замене фактора “труд”(L) фактором “капитал” (K), то значение коэффициента эластичности замещения показывает, на сколько процентов измениться капиталовооруженность (K/L) при изменении предельной нормы замещения труда капиталом (NKL =–dK /dL) на 1% при условии, что зависимая переменная не изменится. Значения всех других факторов при этом предполагаются также неизменными. В общем случае, эластичность замещения i-го фактора j-м определяется выражением:
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Предельная норма замещения i-го фактора j-м Nji показывает количество j-го фактора, которое требуется для замены одной единицы i-го фактора при сохранении постоянных уровня зависимой переменной и значений остальных независимых переменных.  

Проводя расчеты по формуле (1.18) для функции (1.8), получим, что для всех i и j  и для всех значений t=1,2,..., Т эластичность замещения прироста одного фактора соответствующим изменением другого является постоянной:
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Во многих практических исследованиях столь строгие теоретические концепции, предварительные допущения  о содержательных сторонах взаимодействия между явлениями отступают на второй план. Для них главным является построение уравнения, достаточно точно выражающего взаимосвязи, адекватные тенденциям изменений переменных у и хi, i=1, 2,...,n;  на временном интервале (1,Т). Более того, часто именно “удачная” форма уравнения эконометрической модели кладется в основу разрабатываемой теоретической концепции, которая затем находит свое применение в последующем анализе. Очевидно, что наиболее “подходящая” форма обеспечивает наилучшее приближение теоретических (расчетных) значений 
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 Обычно выбор такой формы осуществляется на основе графического анализа тенденций развития соответствующих процессов. Например, если переменная y и переменная хi  изменялись во времени согласно графикам, представленным на рис. 1.1, то логично предположить, что у(1/хit .

Для графиков, представленных на рис. 1.2, характерной является логарифмическая зависимость уt (lnхit.

В этих и во многих других случаях, как правило, в качестве функции f((, xt), выражающей взаимосвязи между включенными в модель независимыми переменными хi, i=1, 2,..., n, выбирается либо линейная форма (1.2), либо степенная (1.4). Заметим, что значение частной эластичности y по фактору хi, рассчитанное на основе выражения (1.15) для функции (1.2) равно:
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и, таким образом, этот показатель изменяется во времени в соответствии с изменениями переменных  у и хi.
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Рис. 1.2
Аналогично можно показать, что предельная норма замещения  факторов i и j для функции (1.17) также является переменной величиной
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и ее значение также зависит от соотношения уровней рассматриваемых факторов в каждый момент времени.

1.3. Методы отбора факторов

“Оптимальный” состав факторов, включаемых в эконометрическую модель, является одним из основных условий ее “хорошего” качества, понимаемого и как соответствие формы модели теоретической концепции, выражающей содержание взаимосвязей между рассматриваемыми переменными, и как точность предсказания на рассматриваемом интервале времени t=1, 2,..., Т наблюдаемых значений переменной уt уравнением f((, xt). 

Проблема выбора “оптимальных” факторов обычно решается на основе содержательного и количественного (статистического) анализа тенденций рассматриваемых процессов.

На этапе содержательного анализа решается вопрос о целесообразности включения в модель тех или иных факторов, исходя из “здравого” смысла. В макроэкономических исследованиях состав факторов, как правило, определяется на основании допущений экономической теории. Пример – двухфакторные производственные функции типа Кобба-Дугласа, постоянной эластичности замены, которые строятся в предположении, что объем выпуска (производства) экономической системы в основном зависит от размеров используемых основных фондов и количества затраченного труда. Далее, как это было отмечено в разделе 1.2, производственная  функция типа Кобба-Дугласа учитывает предположение о  постоянной эластичности выпуска по каждому из факторов, а функция постоянной эластичности замены – свойство постоянства замещения изменения одного из этих факторов изменением другого. 

Здесь следует иметь в виду, что на этапе содержательного анализа обычно решается проблема установления самого факта наличия взаимосвязей между явлениями. Однако, как было отмечено в разделе 1.2,  каждое из явлений может быть выражено разными факторами и даже их комбинациями. Поэтому в ряде исследований на основании содержательного анализа однозначно состав независимых переменных  модели определить практически невозможно. Могут существовать их альтернативные наборы. Например, для исследования закономерностей динамики производительности труда на заводе могут быть отобраны, исходя из содержательной целесообразности, следующие факторы: объем основных фондов, электровооруженность труда, фондовооруженность труда, численность рабочей силы, ее квалификация. При этом квалификация как явление может выражаться разными показателями, например, средним  уровнем образования работников,  их усредненным квалификационным разрядом и т. п. Кроме того, можно ожидать, что показатели электровооруженности, фондовооруженности труда, объема основных фондов характеризуют одно и то же явление – изменение материально-технической оснащенности производственного процесса. Таким образом, некоторые из рассматриваемых в таком исследовании показателей, выражающих количественные характеристики независимых переменных, относятся к  сходным явлениям.

Аналогично, в исследованиях заболеваемости населения каждая из определяющих это явление причин может быть количественно отображена разными факторами. Например, уровень жизни – среднедушевым доходом, обеспеченностью жильем, розничным товарооборотом в расчете на одного жителя и т. п.; климатические условия – среднегодовой температурой, числом солнечных дней в году, влажностью и рядом других показателей; качество окружающей среды – среднегодовыми объемами выбросов и сбросов загрязняющих веществ, среднегодовыми уровнями их концентрации в воздухе, воде и почве и т. д., уровень медицинского обслуживания – количеством медицинских работников в расчете на одного жителя; числом койко-мест в лечебных заведениях на одного жителя и другими показателями.

Несложно заметить, что  факторы, выражающие одну и ту же причину, могут быть тесно взаимосвязаны между собой. Так, например, уровень розничного товарооборота в основном зависит от среднедушевого дохода; концентрация загрязняющих веществ –  от объемов их выбросов; наблюдается взаимосвязь между обеспеченностью населения медицинским персоналом и койко-местами в лечебных учреждениях и т. д. Вследствие этого, одновременное включение таких факторов в модель вряд ли целесообразно, поскольку таким образом одна и та же причина будет учтена дважды. 

 В результате в общем случае на этапе обоснования эконометрической модели исследователи могут столкнуться с проблемой выбора наиболее предпочтительного состава независимых факторов среди ряда альтернативных вариантов.  Можно выделить два основных подхода к решению этой проблемы. Первый из них предполагает априорное (до построения модели) исследование характера и силы взаимосвязей между рассматриваемыми переменными, по результатам которого в модель включаются факторы, наиболее значимые по своему “непосредственному” влиянию на зависимую переменную уt. И, наоборот, из модели исключаются факторы, которые, либо малозначимы с точки зрения силы своего влияния на переменную уt, либо их сильное влияние на нее можно трактовать как индуцированное  взаимосвязями с другими экзогенными переменными.

Второй подход к отбору независимых факторов можно назвать апостериорным. Он предполагает первоначально включить в модель все отобранные на этапе содержательного анализа факторы. Уточнение их состава в этом случае производится на основе анализа характеристик качества построенной модели, одной из групп которых являются и показатели, выражающие силу влияния каждого из факторов на зависимую переменную уt.

Рассмотрим особенности процедуры отбора факторов на основе использования каждого из этих подходов более подробно. 

В  основе “априорного” подхода лежат следующие предположения.  

1. Сильное влияние фактора на зависимую переменную должно подтверждаться и определенными количественными характеристиками, важнейшей из которых является их парный линейный коэффициент корреляции, выборочное значение которого рассчитывается на основании имеющейся информации  по формуле:
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где 
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  – средние значения соответствующих переменных, а 
[image: image35.wmf]y

i

x

s

s

и

 – их среднеквадратические отклонения.

Логика использования коэффициента парной корреляции при отборе значимых факторов на практике состоит в следующем. Если значение 
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 достаточно велико, т. е. 
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((1,  где    (1 – некоторый эмпирический рубеж (на практике (1(0,5-0,6), то можно говорить о наличии существенной линейной связи между переменными у и хi  или о достаточно сильном влиянии  хi  на у. Чем больше абсолютное значение  
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,  тем сильнее это влияние (положительное или отрицательное, в зависимости от знака r).

Здесь следует иметь в виду, что значение  
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  должно рассчитываться с учетом формы преобразования у и хi  в модели. Например, если у(1/хi, то и коэффициент корреляции определяется между у и ui =1/хi   и т.п.

2. Если два и более факторов выражают одно и то же явление (см. рассмотренные выше примеры), то, как правило, между ними также должна существовать достаточно сильная взаимосвязь. На это может указать выборочное значение их парного коэффициента корреляции

               


На практике взаимосвязь между факторами признается существенной, если  

((2,  где ( 2  (0,8–0,9. В таких ситуациях один из этих факторов целесообразно исключить из модели, с тем, чтобы одна и та же причина не учитывалась дважды. Однако повторим, что такое исключение следует проводить только в тех случаях, когда факторы выражают одно и то же явление.

Отметим, что приведенные рубежные значения (в первом случае – 0,5–0,6; во втором – 0,8–0,9) достаточно условны. В каждом конкретном случае они устанавливаются индивидуально. При их выборе существенную роль играет интуиция исследователя. Обычно считается, что, если для фактора хi  
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(0,5, то при большом числе других достаточно значимых факторов, информацией, которую содержит в себе фактор хi  относительно изменчивости переменной у, можно пренебречь. Иногда же, наоборот, если состав факторов не слишком широк, и фактор хi     выражает существенное с точки зрения теории явление, то исследователь, стремясь не потерять информацию о закономерностях изменчивости переменной у, может оставить его в модели и при меньшем значении выборочного коэффициента корреляции (
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=0,3–0,4).

Здесь следует еще раз подчеркнуть, что при таком отборе, основанном на эмпирике и интуиции, обычно не принимается во внимание точность оценки выборочных коэффициентов корреляции, которая растет с увеличением выборки, т. е. значения Т. При фиксированном значении Т точность оценок всех коэффициентов примерно одинакова. Логика такого отбора в большей степени ориентирована на содержательную сторону проблемы учета взаимосвязей между переменными модели.

Значительно усложняет проблему отбора факторов явление ложной корреляции, которое характеризуется достаточно высокими по абсолютной величине значениями коэффициентов парной корреляции у процессов, с содержательной точки зрения между собой никак не связанных. Иными словами, большие значения парных коэффициентов корреляции могут иметь место и в тех случаях, когда тенденции рассматриваемых процессов совпали случайно, при отсутствии между ними логически обоснованной взаимосвязи.

Примерами ложных корреляций являются совпадающие тенденции роста потребительских расходов в постоянных ценах и роста потребительских цен, роста выпуска продукции и потребления алкоголя и т. п.

Ложная корреляция может помешать при построении “правильной” модели по двум причинам. Во-первых, в модель случайно могут быть введены незначимые с содержательной точки зрения факторы, характеризующиеся значимыми величинами 
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. Во-вторых, из модели могут быть исключены значимые с точки зрения влияния на у факторы, в отношении которых ошибочно признана гипотеза о том, что они выражают то же явление, что и другой фактор (факторы), уже включенный в эту модель.

Среди основных причин включения в модель переменных с ложной корреляцией часто называют ненадежность информации, используемой при определении значений факторов в различные моменты времени, трудности формализации факторов, имеющих качественный характер, неустойчивость тенденций изменения рассматриваемых переменных, неправильную форму взаимосвязи между ними и т. п.

Еще раз отметим, что основной путь, придерживаясь которого можно избежать ошибок, связанных с понятием “ложной корреляции”, связан с проведением качественного анализа проблемы, направленного на обоснование адекватного ей содержания и формы модели. При этом можно предложить и некоторые общие рекомендации, которых целесообразно придерживаться, следуя этим путем:

1.
Число факторов, включаемых в модель, не должно быть слишком велико. Их увеличение может свести к минимуму ее практическую ценность, так как в этом случае модель начинает отражать не закономерность развития на фоне случайности, а саму случайность.

2.
Простота модели в значительной степени является гарантией ее адекватности, поскольку более сложные зависимости часто априорно трудно уловимы на ограниченном временном интервале, но в то же время они допускают аппроксимацию достаточно простыми функциями. Иными словами, сложная модель может в большей степени выражать второстепенные взаимосвязи между переменными в ущерб основным.

При апостериорном подходе уточнение состава факторов эконометрической модели осуществляется на основе анализа значений ряда качественных характеристик уже построенного ее варианта. Одну из групп таких характеристик, являющихся наиболее важными при отборе факторов, образуют значения критерия Стьюдента, рассчитываемые для коэффициентов при каждом из факторов модели. С помощью этого критерия проверяется гипотеза о значимости влияния фактора на зависимую переменную у.

Здесь следует отметить, что окончательное решение о целесообразности оставления фактора или его удаления из модели принимается на основе анализа всего комплекса ее характеристик качества с учетом содержательной стороны проблемы взаимосвязей между зависимой и независимыми переменными. Вопросы их расчета и логика принятия такого решения будут изложены в разделе 1.4. Критерий Стьюдента лишь указывает на те факторы, которые с точки зрения статистики являются возможными (целесообразными) кандидатами на удаление.

Заметим, что ответ на вопрос о целесообразности включения в число факторов-кандидатов на удаление каждой из независимых переменных хi, i=1, 2,..., n, при апостериорном подходе решается уже после того, как оценены значения коэффициентов модели и определены некоторые дополнительные характеристики точности полученных оценок. Вопросы определения этих характеристик рассмотрены в главе II. 

Будем считать, что с помощью какого-либо из методов, рассмотренных в главе II, например, метода наименьших квадратов, найдены численные значения оценок параметров a0, a1,..., an  линейной эконометрической модели (1.2)*. Как будет показано в главе II, эти оценки являются выборочными (определенными по наблюдаемой выборке исходных данных). Согласно этому они рассматриваются как случайные величины, распределенные «приблизительно» по нормальному закону с соответствующими математическими ожиданиями и дисперсиями (среднеквадратическими отклонениями). Методы оценивания параметров позволяют определить и значения дисперсий полученных оценок ((ai ).

Логика использования критерия Стьюдента при выявлении факторов-кандидатов на удаление из уже построенного варианта модели основывается на следующих его свойствах. Напомним, что случайная величина (, определенная согласно выражению
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распределена по закону Стьюдента с k степенями свободы, k  – объем выборки; 
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 – выборочное среднее некоторой случайной величины z; 
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– ее математическое ожидание (среднее по генеральной совокупности); 
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 – среднеквадратическое отклонение выборочного среднего.

Таким образом, с помощью критерия Стьюдента может быть проверена гипотеза о равенстве найденного выборочного среднего предполагаемому значению математического ожидания. На практике обычно эта гипотеза принимается, если оказывается, что для расчетного значения критерия Стьюдента выполняется следующее соотношение (((*( k), где (*( k) – табличное значение критерия Стьюдента, соответствующее доверительной вероятности  р*  и числу степеней свободы k*. 

При определении значимости (незначимости) i-го фактора принимаются во внимание следующие обстоятельства. Оценка соответствующего ему коэффициента ai, полученная с использованием выбранного метода оценивания параметров, приравнивается к выборочному среднему 
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. Для незначимого фактора логично предположить, что истинное значение (i  равно нулю, т. е. математическое ожидание оценки равно нулю М[ai ]=0.

С учетом этого расчетное значение критерия Стьюдента при проверке гипотезы о значимости i-го фактора определяется по следующей формуле:
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где (ai(– абсолютное значение оценки коэффициента (i  в модели, характеризующее степень влияния i-го фактора на результирующий показатель; ((ai) – среднеквадратическая ошибка оценки этого коэффициента, определяемая на этапе его расчета (см. главу II). 

Если имеет место соотношение

                                      (i ((*,                                                              (1.26)

то влияние фактора хi  на переменную у можно признать незначимым (недостаточно значимым), где (* – табличное значение критерия Стьюдента.

Если же  (i ((*, то логичен вывод, что значение ai может рассматриваться как отличная от нуля оценка i-го коэффициента модели, и, таким образом, влияние фактора хi  на переменную у целесообразно признать значимым.

Если фактор хi признается незначимым, то его “целесообразно”* удалить из модели. Эта операция приводит к уменьшению общего количества независимых переменных в модели.

Таким образом, можно предложить следующую поэтапную процедуру построения окончательно варианта модели на основе апостериорного подхода:

 1.
В исходный вариант модели включаются все факторы, отобранные в ходе содержательного анализа проблемы. Для этого варианта рассчитываются значения оценок коэффициентов модели, их среднеквадратические ошибки и значения критериев Стьюдента (выражение (1.25)).

2.
Из модели удаляют незначимый фактор, характеризующийся наименьшим значением (i (при условии, что (i ((*), и таким образом формируют новый вариант модели с уменьшенным на один числом факторов. Заметим, что в модели может быть несколько незначимых факторов. Однако все их одновременно удалять не следует. Возможно, что незначимость большинства из них обусловлена влиянием “наихудшего” из незначимых факторов и на следующем шаге расчетов эти факторы окажутся значимыми.

3.
Процесс отбора факторов можно считать законченным, когда остающиеся в модели факторы являются значимыми, Если полученный вариант модели удовлетворяет и другим критериям ее качества, то процесс построения модели можно считать завершенным в целом.

В противном случае целесообразно попытаться сформировать другой альтернативный вариант модели, отличающийся от предыдущего либо составом факторов, либо формой их взаимосвязи с зависимой переменной у.

Здесь сразу следует отметить, что каждый из этих подходов имеет свои преимущества и недостатки.

“Априорный” путь отбора факторов не обладает достаточной обоснованностью. Он в большей степени использует “прямые” количественные индикаторы “силы” взаимосвязей между рассматриваемыми величинами и не принимает во внимание в полной мере особенности комплексного влияния независимых факторов на переменную уt, т. е. своеобразные эффекты “эмерджентности” такого влияния. Этот эффект выражается в том, что совокупное воздействие нескольких факторов на переменную уt может значительно отличаться от суммы воздействий каждого из них именно в силу наличия внутренних взаимосвязей между независимыми переменными.

Вместе с тем использование априорного подхода часто позволяет уточнить некоторые предварительные альтернативные варианты наборов независимых факторов, проверить исходные предпосылки модели относительно правильности выбора формы взаимосвязей между ними.

“Апостериорный” подход к отбору факторов на первый взгляд является более предпочтительным как раз из-за того, что целесообразность включения каждого из факторов в эконометрическую модель определяется на основании всего комплекса взаимосвязей между вошедшими в модель переменными. Однако, когда общее количество факторов достаточно велико, то нет никаких гарантий, что множество несущественных, а то и ложных взаимосвязей между ними не будет превалировать над основными. В результате может оказаться, что в числе первых кандидатов на исключение будут “названы” наиболее важные, значимые с точки зрения влияния на переменную уt  факторы.  Поэтому в сложных случаях, т. е. при наличии большого числа отобранных для включения в модель  на этапе содержательного анализа факторов, специалисты рекомендуют сочетать при формировании их “оптимального” состава оба подхода – априорный и апостериорный.

Согласно этим рекомендациям с помощью методов “априорного” отбора, используя при этом и содержательный анализ, формируются альтернативные варианты включаемых в модель наборов факторов. Далее с помощью методов “апостериорного” отбора эти наборы уточняются и соответствующие им варианты моделей сопоставляются по ряду характеристик их качества. Предполагается, что лучший из вариантов модели содержит и “оптимальный” набор факторов.

В результате процедура отбора факторов в эконометрическую модель превращается в перебор некоторого множества их приемлемых сочетаний, сформированных на базе “априорного” подхода.

Перебирая различные варианты составов независимых факторов, рассматривая возможные виды их взаимосвязей с зависимой переменной, исследователь формирует и разные варианты (модификации) эконометрической модели для описания рассматриваемых процессов. В этом случае возникает проблема выбора “оптимального” или наиболее “рационального” среди них. Обычно эта проблема решается на основе аналитического сопоставления статистических характеристик качества построенных вариантов, рассчитываемых уже при известных значениях оценок их параметров.

Особенности формирования основных из этих характеристик и принципы их использования при определении лучшего варианта модели рассмотрены в разделе 1.4.

1.4. Характеристики и критерии качества эконометрических моделей

Выявление лучшего варианта эконометрической модели обычно осуществляется путем сравнения соответствующих им качественных характеристик, которые можно рассчитать на основе исходной статистической информации, содержащейся в векторе у, матрице Х, и новой расчетной информации, появляющейся после построении каждого из вариантов модели. Логика в решении этого вопроса достаточно простая: лучшему варианту модели в общем случае должны соответствовать и лучшие значения характеристик его качества.

Здесь следует отметить, что основным условием высокого “качества” модели является обоснованность “математической формы функционала f(a, xt ), как по составу включенных в него независимых переменных, так и по виду их взаимосвязей с зависимой переменной уt, в совокупности определяющих причины ее изменчивости. В этой связи, новая информация, появившаяся после построения функционала f(a, xt), позволяет установить, насколько удалось реализовать это условие на практике.

Отметим основные подходы к оценке “качества” эконометрических моделей.

Ведущая роль при определении характеристик качества эконометрической модели принадлежит ряду ее “выборочной” ошибки еt, t =1, 2,..., Т, который формируется с использованием найденных оценок ее параметров как
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где 
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 – расчетное значение переменной у    в момент t, определенное в общем случае как 
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= f (a, xt ) после подстановки в функцию  f  (a, xt )  значений оценок параметров a0, a1,..., an и известных значений независимых переменных хit, i=1, 2,..., n,  t=1, 2,..., Т. Например, для линейной модели (1.2) значения 
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 определяются на основании следующего выражения:
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В этой связи отметим, что для каждого набора оценок параметров a0, a1, a2,... того или иного варианта модели, описывающей рассматриваемый процесс, рассчитывается “свой” ряд ошибки  et,  t=1, 2,..., Т, который можно интерпретировать как ряд оценок ее истинных, но неизвестных значений (t  (см. (1.1)).

На первый взгляд, соответствие модели свойствам процесса и точность его аппроксимации малоразличимые между собой понятия. Вместе с тем, в их основе лежат различные представления о мерах адекватности модели и процесса. С использованием методов построения многочленов, например, проходящих через заданные точки (задача интерполяции), можно подобрать такое уравнение f(a, xt ), что его значения в точках t=1, 2,..., Т  в точности совпадут с наблюдаемыми значениями зависимой переменной уt. Все значения ошибок в этом случае будут равны нулю еt=0, t=1, 2,..., Т. Однако это уравнение практически никогда не будет выражать общую тенденцию развития переменной уt, сформировавшуюся под влиянием независимых факторов хi, i=1, 2,..., n;  ни в промежутках между их зафиксированными в моменты t=1, 2,..., Т  значениями, ни тем более в прошедшие и будущие периоды времени (см. рис. 1.3). Уравнение f (a, xt ) в этом случае будет выражать тенденцию интерполирующего многочлена, а не реального процесса уt.

Выражая уравнением f  (a, xt) общие закономерности процесса уt, практически невозможно добиться совпадения его значений и наблюдаемых уровней зависимой переменной уt   в п-мерной точке xt, вследствие того что, как было отмечено ранее, этот функционал не учитывает второстепенные причины изменчивости переменной у, исходная информация не точно отражает рассматриваемые явления и т. п. Однако, если вид функционала f(a, xt) в целом соответствует общим закономерностям изменчивости переменной уt, на интервале t=(1, Т), то можно надеяться, что это соответствие имело место и в прошлом (т. е. при t(0), и на интервалах (t, t+1) и, что более важно, сохранится и в будущем (при t(Т+1). Это является “определенной гарантией” того, что использование функционала f(a, xt) в решении задач управления и прогнозирования процесса уt   не приведет к серьезным ошибкам.

           уt
                                     кривая, соответствующая функционалу, опи-

                                     сывающему общую тенденцию переменной уt

 

                                                 измеренные значения переменной уt
                                         кривая, соответствующая интерполирующему

                                           функционалу f  ( a , xt ),


                                                                                               xt
Рис. 1.3. Различие между интерполирующим и описывающим 

общую тенденцию переменной уt   вариантами функционала f  (a , xt )
Вместе с тем очевидно, что среди нескольких различных вариантов функционала f(a, xt), примерно одинаково отражающих общие тенденции процесса уt, более предпочтительным является тот из них, который обеспечивает и лучшую аппроксимацию (в математическом понимании этого термина).

В общем случае “качество” эконометрической модели оценивается по двум группам характеристик, хотя, как это будет показано далее, предполагаемая группировка не вполне однозначна, поскольку, во-первых, характеристики каждой из групп часто имеют двойное назначение, а, во-вторых, многие из них взаимосвязаны друг с другом. В первую из групп включим показатели, критерии, выражающие “степень” соответствия построенной модели основным закономерностям описываемого ею процесса. Во вторую – показатели и критерии, в большей степени оценивающие точность ее аппроксимации наблюдаемых значений процесса уt .

В этой связи следует отметить, что к критериям первой группы могут быть отнесен и критерий Стьюдента, используемый для оценки значимости влияния каждого из факторов хi,   i=1, 2,..., n, на зависимую переменную уt   (см. раздел 1.3).   

Соответствие эконометрической модели описываемому ею процессу уt   в значительной степени может быть установлено на основе анализа свойств рассчитанного ряда ошибки et, t=1, 2,..., Т*. Если вариант модели “верно” отражает основные тенденции процесса уt , то можно ожидать, что значения ошибки в определенной степени случайны, их свойства близки к свойствам процесса “белого шума”. Если же тенденция, закономерности процесса уt  учитываются моделью не в полной мере (в модель не включены какие-либо существенные с содержательной точки зрения факторы, выбрана форма функционала f(a, xt), не адекватная характеру взаимосвязей между рассматриваемыми переменными и т. п.), то в ряду ошибки обычно появляется некоторая закономерность, свидетельствующая об утрате свойства  ее “случайности”. Заметим, что “неслучайный” характер фактической ошибки модели et может быть предопределен и неверно выбранным методом оценки параметров модели.

Забегая вперед, отметим, что среди методов оценки параметров линейных эконометрических моделей наибольшее распространение получили метод максимального правдоподобия, метод наименьших квадратов и метод моментов. Каждый из них используется при вполне определенных исходных предпосылках относительно свойств ошибки модели (t. Например, классические варианты этих методов используются в предположении, что ошибки совпадают со свойствами процесса “белого шума” (нулевое среднее, конечная дисперсия, отсутствие автокорреляционных связей). При этом “метод максимального правдоподобия” предполагает известным закон распределения ошибки. Чаще всего используется предположение о “нормальности” ее распределения. В этой связи построенная с использованием метода максимального правдоподобия модель будет считаться адекватной рассматриваемому процессу, если свойства фактической ошибки et, определенной согласно выражению (1.27), будут не слишком сильно отличаться от предполагаемых свойств ошибки (t (“белого шума” с нормальным распределением).

Метод наименьших квадратов не выдвигает столь жестких требований к закону распределения ошибки. Согласно ему оценки параметров моделей определяются исходя из критерия минимума суммы квадратов ошибки. В такой ситуации модель, построенная с использованием данного метода, будет считаться адекватной рассматриваемым процессам, если ее ошибка по своим свойствам идентична “белому шуму”. 

Если в отношении ошибки эконометрической модели (t  выдвигаются предположения, что ее свойства отличны от свойств “белого шума”, то для оценки параметров модели обычно используются так называемые обобщенные модификации данных методов.

Отличие ошибки модели от “белого шума” может выражаться, например, непостоянством ее дисперсии на различных участках интервала t=1, 2,..., Т; наличием взаимосвязи между ее соседними значениями, выражаемыми, например, уравнением следующего вида (t =(((t–1+(t, где (t  – новая ошибка, по своим свойствам близкая к процессу “белого шума” и т. п.

Однако на практике для моделей многих типов такие свойства ошибки модели априорно предвидеть обычно не представляется возможным. Их можно установить, только анализируя свойства фактической ошибки et, полученной для моделей, оценки коэффициентов которых определены с использованием “классических” методов оценивания. 

Таким образом, наличие или отсутствие свойства “случайности” в ряду выборочной ошибки модели et, t =1, 2,..., Т; в определенной мере указывает на “соответствие” или “несоответствие” модели описываемому ею процессу у. В том случае, когда ошибка модели “неслучайна”, может быть рекомендовано уточнить рассматриваемый вариант модели, выбрать более подходящий для данной ситуации метод оценки ее параметров.

Как было отмечено выше,  “неслучайность” ошибки  может иметь различный характер. Наиболее часто она выражается наличием автокорреляционной связи между соседними ее значениями, тенденциями, характеризующими изменения их квадратов, т. е. тенденциями  в ряду (t2,  t=1, 2,..., Т  и других ее производных. Для выявления “неслучайности” в ряду ошибки модели обычно используют специфические тесты, многие из которых будут рассмотрены в последующих главах учебника применительно к моделям соответствующих типов. Здесь же в качестве примера опишем особенности использования для этих целей достаточно универсального теста (критерия) Дарбина-Уотсона. Он наиболее широко применяется в эконометрических исследованиях вследствие своей простоты, хотя и не обладает существенной эффективностью (достоверностью). Тест Дарбина-Уотсона обычно используется для установления факта наличия автокорреляционной зависимости первого порядка в ряду ошибки (t, т. е. между соседними ее значениями, (t  и (t+1, t=1, 2,..., Т. Обычно соседние значения ошибки связаны более сильной зависимостью, чем значения (t  и (t+2, (t  и (t+3 и т. д. Вследствие этого отсутствие автокорреляционной связи между рядами значений выборочной ошибки et  и et–1, t=1, 2,...,    Т–1;  позволяет с большой степенью уверенности утверждать, что в ряду истинной ошибки модели (t  отсутствуют вообще какие-либо автокорреляционные взаимосвязи.

Значение критерия Дарбина-Уотсона рассчитывается по следующей формуле
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Раскрывая квадрат в числители выражения (1.29), получим:
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где r1  – коэффициент автокорреляции  первого порядка ошибки et, т. е. корреляции между рядами et  и et+1.

Из выражения (1.30) непосредственно вытекает, что 

                             0 (  d  ( 4.                                      (1.31)

Значение d=0 соответствует случаю, когда между рядами et и et+1  существует строгая положительная линейная зависимость, т. е. r1=+1, и значение d=4 соответствует строгой отрицательной связи,   r1 =–1. Если ряды et  и et +1  независимы, то r1 =0 и d=2.

Точки d=0; 2; 4  и определяют границы критерия Дарбина-Уотсона, в пределах которых гипотеза о наличии автокорреляции первого порядка в последовательности ошибок либо принимается (в областях близких к 0 или 4), либо отвергается (в области d=2), либо решение по данному критерию остается неопределенным (в промежутках между отмеченными областями). Иными словами, на отрезке [0,4] выделяются четыре промежуточные точки, таким образом, что 0(d1(d2(2(d3(d4(4.  Если расчетное значение критерия Дарбина-Уотсона находится на отрезках [0, d1] , [d4,4], то гипотеза о наличии автокорреляции первого порядка в ряду ошибок модели принимается, если расчетное значение d находится в интервале [d2, d3], – то отвергается. Значения d, приходящиеся на полуинтервалы [d1, d2] и [d3, d4], не позволяют сделать однозначного суждения по  данной гипотезе. В последнем случае необходимо проводить более глубокий анализ зависимостей между значениями ошибки et, t=1,2,..., Т.

Другую группу критериев, в большей степени направленных на выявление степени точности аппроксимации функционалом f(a, xt ) наблюдаемых значений зависимой переменной уt, образуют широко используемые в статистике и эконометрике коэффициент множественной корреляции R, коэффициент детерминации D, критерий Фишера F.

Здесь следует отметить, что общепринятой в статистике мерой точности “аппроксимации” является дисперсия (в нашем случае дисперсия модели). Ее значение на практике обычно определяется на основании следующей формулы: 
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где 
[image: image57.wmf]t
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=f (a, xt) – рассчитанные на основании уравнения модели  f(a, xt) значения зависимой переменной, Т– количество измерений, п+1 – число параметров модели.

Однако значение дисперсии не отражает многих существенных аспектов качества модели и, кроме того, оно не очень пригодно для целей содержательного анализа.

Несложно заметить, что величина ошибки тесно связана с уровнем зависимой переменной у, и в этой связи она имеет “абсолютное” содержание. В то же время “точность” в большей степени относительна. Поэтому меньшее значение дисперсии еще не свидетельствует о более высоком “качестве” модели, ее аппроксимирующих возможностях. Большая дисперсия может выражать лишь более высокие уровни независимой переменной, а не ухудшение точности ее  аппроксимации построенной моделью.

Здесь следует отметить, что и “относительность” ошибки может рассматриваться в двух аспектах. Во-первых, по отношению к уровню переменной у, а, во-вторых, – к некоторому уже установленному “эталону” точности. Как раз эти аспекты в большей степени и учитывают указанные критерии и коэффициенты.

Коэффициент множественной корреляции показывает степень приближения расчетных (по построенной модели) значений зависимой переменной 
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(a, xt) к действительным ее значениям уt . Величина коэффициента множественной корреляции  меняется в пределах от нуля до единицы (0( R(1). Значения R,  близкие к нулю, свидетельствуют о том, что расчетные значения
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 плохо аппроксимируют значения уt. Если R  близок к единице, то это означает, что модель хорошо аппроксимирует исходный ряд значений уt, t=1, 2,..., T.

Значения коэффициента детерминации также находятся на отрезке [0,1], 0(D(1. Его конкретная величина показывает долю изменчивости переменной у, объясняемую включенными в модель факторами хi, i=1, 2,..., n. Например, если D=0,81, то это означает, что включенные в модель переменные объясняют 81% изменчивости переменной уt, а остальная ее изменчивость объясняется неучтенными в модели причинами.   

Значения коэффициентов множественной корреляции и детерминации рассчитываются на основании следующего выражения*:
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Обоснование целесообразности использования коэффициента детерминации при определении качества построенной эконометрической модели заключается в следующем. “Удачная“ модель должна “объяснять” основные закономерности изменчивости зависимой переменной уt. Количественной мерой этой изменчивости в статистике принято считать показатель, рассчитываемый на основании следующей формулы: 
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Заметим, что разница 
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 представляет собой отклонение значения уt   от среднего уровня этой переменной, а общая изменчивость, таким образом, выражается в виде суммы квадратов всех таких отклонений. После построения модели и определения на ее основании “расчетных” значений 
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, каждое из таких отклонений можно представить в виде суммы двух составляющих
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Первое из слагаемых правой части выражения (1.35) представляет собой расчетное значение ошибки модели в момент t, т. е. 
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.  Второе слагаемое выражает отклонение этого расчетного значения от среднего уровня переменной уt. С учетом (1.35) выражение (1.34) можно записать в следующем виде:
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Как будет показано во II главе, ошибка et обладает рядом свойств 
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, используя которые  можно доказать, что последняя сумма в правой части выражения (1.36) равна нулю. Отсюда вытекает, что общая изменчивость переменной уt  также может быть представлена в виде двух составляющих 


[image: image68.wmf](

)

(

)

(

)

.

_

_

2

1

2

1

2

1

t

t

T

t

t

t

T

t

t

T

y

y

y

y

y

y

-

å

=

-

å

+

-

å

=

Ù

=

Ù

=

          

         (

1.37)


При этом первая из них
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выражает сумму квадратов ошибки модели, т. е. часть изменчивости переменной уt, необъясненную построенной моделью, а второе слагаемое 
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 – часть изменчивости переменной уt , которую построенная модель объяснила. 

Разделив левую и правую части выражения (1.36) на 
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Из последнего выражения непосредственно следует  (1.33), т. е.
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Таким образом, если модель абсолютно точно соответствует исходному ряду зависимой переменной уt, т. е. расчетные значения 
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f(a, xt)  равны уt     для всех t =1, 2,..., T, то D=R=1.

В тех случаях, когда модель не может ни в какой мере объяснить изменчивость переменной уt, имеем R=D=0. При линейной форме зависимости f(a, xt) это происходит, например, в тех случаях, когда значения уt   равномерно распределяются вокруг линии параллельной оси Х (см. рис. 1.4 (а, б)), что влечет за собой равенство 
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, t=1, 2,..., T.

Из изложенного выше  следует, что высокие значения переменных D и R ассоциируются с хорошей степенью аппроксимации построенной эконометрической моделью  
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f(a, xt)  исходного (заданного) ряда значений зависимой переменной уt, t=1, 2,..., T, а низкие значения – с плохой аппроксимацией. Вместе с тем следует иметь в виду, что причины плохой аппроксимации могут быть разные. В одних случаях это происходит из-за неверного выбора объясняющих (независимых) переменных, в других – из-за неправильно подобранной формы уравнения модели.


у                                                                    у


                                                х                                                              х

                         а)                                                    б)

Рис. 1.4(а,б). Примеры распределения переменной уt  , при которых линейная эконометрическая модель )
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= a0 + a1 х1t   имеет нулевые коэффициенты детерминации и корреляции.
Так, например, если для переменной уt, фактические значения которой обозначены прерывистой линией на рис. 1.4(а) в качестве эконометрической модели использовать уравнение эллипса 
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 а для переменной уt  на рис. 1.4(б) – уравнение синусоиды 
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  то точность описания рассматриваемых процессов была бы значительно выше и характеристики D и R были бы близкими к единице.

Критерий Фишера (F-критерий) также используется для определения надежности всей модели путем сопоставления ее меры ошибки с величиной меры рассеяния переменной уt  относительно 
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 Величина этого критерия определяется по формуле
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Целесообразность использования критерия Фишера можно обосновать, заменив в выражении (1.39) показатель R2  на его модификацию – скорректированный квадрат коэффициента множественной детерминации 
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, рассчитываемый с учетом замены суммы квадратов ошибки и изменчивости переменной уt  на соответствующие дисперсии. Значение 
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 рассчитывается согласно следующей формулы:
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При этом 
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 представляет собой дисперсию ошибки et  (см. (1.32)), где  Т–п–1 – число степеней свободы, учитываемое при ее определении (Т– число измерений, п+1 – количество связанных параметров-коэффициентов модели); 
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 – дисперсия переменной уt, Т–1 – число степеней свободы при одном связанном параметре 
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На основании (1.33) и (1.40) взаимосвязь между квадратами коэффициентов множественной корреляции R2  и 
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 можно представить в виде следующего соотношения:
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Скорректированный коэффициент 
[image: image90.wmf]2
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 как мера качества построенной модели имеет определенные преимущества по сравнению с его предшественником – коэффициентом R2. В частности, из выражения (1.40) вытекает, что включение в модель независимых факторов, малозначащих с точки зрения объяснения изменчивости переменной уt, может вести к уменьшению значения 
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 (см. числитель дробной части (1.40)). В то же время показатель R2  не чувствителен к изменению количества таких переменных.

Здесь необходимо отметить, что критерий Фишера может рассматриваться и в качестве “меры” обоснованности включения в эконометрическую модель всей совокупности независимых переменных. В этом случае его можно отнести и к критериям первой группы, характеризующим степень соответствия построенной модели исследуемому процессу уt. 

Критерий Фишера в такой ситуации рассматривается как своего рода тест при проверке гипотезы, что ни один из независимых факторов не играет никакой роли в объяснении изменчивости переменной уt    или, что то же самое, все коэффициенты при независимых факторах модели равны нулю (a1=0, a2=0,... , aп =0) (см. раздел (2.2)). В соответствии с этим отношение R2/п в выражении (1.39) представляет собой среднюю долю объясненной изменчивости переменной уt, приходящуюся на один независимый фактор, а (1–R2)/(Т–п–1) – среднюю долю необъясненной изменчивости переменной уt, в расчете на одну степень свободы.

При слабом влиянии независимых факторов на переменную уt  (т. е. при ai  ((, i=1,2,..., n) значение R2, как и величина критерия F стремится к нулю, и, наоборот, с увеличением R2  численное значение F  также возрастает. Заметим, что показатель F  является случайной величиной, представляющей собой отношение двух дисперсий. Эта величина распределена по закону Фишера с п и Т–п–1 степенями свободы (F(п, Т–п–1)). Вследствие этого на практике проверка значимости коэффициентов модели с использованием критерия Фишера состоит в сопоставлении его расчетного значения, определенного для построенного варианта модели по формуле (1.34), с табличным значением F*(п, Т–п–1), соответствующим заданному уровню доверительной вероятности р* (вероятности ошибки первого рода  1–р*) и известным степеням свободы  п и    Т–п–1.

Если оказывается , что

F(F*(п, Т–п–1),

то гипотезу о незначимости совокупного влияния независимых факторов на переменную уt  целесообразно принять (вероятность ее осуществления равна р*). В противном случае роль факторов в объяснении изменчивости переменной уt  следует признать существенной. С ростом F  эта роль признается все более значимой.

Критерий Фишера можно использовать и при сравнении качества (точности описания исходного процесса уt) двух различных альтернативных вариантов модели. В данном случае его величина рассчитывается по формуле
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где 
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=f 2(a2, xt2) – расчетные значения переменной у, полученные на основе первого и второго вариантов моделей соответственно, различающиеся, быть может, формой зависимости f и количеством факторов х; n1  и n2 – количества факторов в первом и втором вариантах соответственно.

Критерий (1.42) является двухсторонним. Особенности его использования состоят в следующем. Если выполняется соотношение
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то рассматриваемые альтернативные варианты модели признаются равнозначными с точки зрения точности описания процесса уt.

Если
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то выбор следует сделать в пользу первого варианта модели, а если
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то – в пользу второго.

F*((1, (2) – табличное значение критерия Фишера, выбранное для заданного уровня доверительной вероятности р*   и числе степеней свободы (1=Т–n1–1 и (2=Т–n2–1.

В заключение данного раздела еще раз обратим внимание на определенные содержательные и количественные взаимосвязи между критериями и показателями качества эконометрической модели различных групп. Например, отметим, что появление автокорреляционных взаимосвязей у значений ошибки, вообще говоря, делает приведенные выше выражения критериев Фишера, коэффициента детерминации, множественных коэффициентов корреляции и т. п. некорректными. Это обусловлено тем, что используемая при расчете их значений сумма квадратов ошибки 
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  не может рассматриваться как “мера точности аппроксимации” заданного ряда значений уt, поскольку не учитывает, например, автокорреляционные связи между разновременными ошибками et  и et+i, i=1, 2,...* Критерии Стьюдента и Фишера, коэффициенты детерминации и множественной корреляции, отнесенные к разным группам, часто используются совместно при обосновании выбора варианта эконометрической модели. Это связано с тем, что каждый из включенных в модель факторов, как правило, объясняет некоторую долю изменчивости зависимой переменной уt, пусть даже и небольшую. Вследствие этого, когда независимых факторов не слишком много и между ними не наблюдается сильных взаимосвязей, то исключение из их состава даже малозначимого с точки зрения критерия Стьюдента фактора объективно уменьшает количество информации, объясняющей изменчивость уt. Это, в свою очередь, влечет за собой уменьшение значений характеристик D, R и F.  Может возникнуть такая ситуация, когда, удалив на очередном шаге незначимый фактор, исследователь получает менее удачный по этим показателям вариант модели. Если нет других альтернативных ее вариантов, то возникает проблема выбора между “ненадежным” вариантом модели со значимыми факторами и более надежным вариантом, у которого некоторые из независимых переменных незначимы. На практике обычно выбор делается в пользу более “удачной” модели, поскольку более точное описание процесса уt   в эконометрике  является и более предпочтительным по сравнению с решением задачи установления перечня значимых по степени влияния на переменную уt   факторов. 

Таким образом, этапы формирования модели (обоснование формы функционала, состава независимых переменных) и оценки ее качества в значительной степени взаимосвязаны между собой. Для них, как правило, нельзя установить жесткую очередность. Часто информация, полученная на “более поздних этапах” заставляет пересматривать итоги предыдущих. Заметим также, что важную роль на всех этих этапах играет содержательная сторона проблемы. Не подкрепленные результатами содержательного анализа и основанные только на “хороших” количественных критериях варианты эконометрических моделей часто являются с практической точки зрения бесполезными, бессодержательными “аппроксимациями”.

Вместе с тем качество модели в значительной степени зависит от того, насколько “удачны” оценки коэффициентов модели ai , i=0,1,... п.  Они играют, пожалуй, основную роль при обосновании ее “качества”, поскольку на основе их значений непосредственно определяется одна из важнейших составляющих модели, характеризующих ее качество, – выборочная ошибка.

Основные подходы к обоснованию “качества” оценок параметров эконометрической модели рассмотрены в следующем параграфе учебника.

1.5. Качество оценок параметров эконометрических моделей

Эконометрическая модель считается построенной, когда определены значения оценок ее параметров. Исходными данными при этом являются наблюдаемые значения (измеренные уровни) зависимого показателя (переменной) уt  и независимых факторов хit, t=1,2,..., Т;  i=1,2,..., п. Таким образом, найденные количественные характеристики a0, a1,..., an  можно рассматривать как оценки истинных значений параметров модели (0, (1,..., (n, в общем случае зависящие от исходных данных и применяемого метода оценивания.

Эти оценки являются случайными величинами. Их случайный характер можно интерпретировать следующим образом. Значения построенного функционала  f(a, xt)=
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, определенные при известном наборе оценок a0, a1,..., an, можно рассматривать как оценки, аппроксимирующие наблюдаемые значения зависимой переменной уt. Качество этой аппроксимации, а, следовательно, и качество параметров a0, a1,..., an  увязывается со свойствами и характеристиками случайной ошибки et=уt –
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. Таким образом, каждой выборочной последовательности ошибки et, t=1,2,..., Т;  ставится в соответствие “свой” набор параметров и наоборот. Это и позволяет говорить о каждом из таких наборов как о выборке из некоторого множества наборов оценок параметров (0, (1,..., (n, соответствующей определенному методу оценивания.

В этой связи еще раз  отметим, что “истинным” значениям параметров (0, (1,..., (п  должен соответствовать и “истинный” ряд ошибки модели (t, определенный как 

(t=уt –f ((, xt).                             (1.46)

Поскольку вектор истинных значений параметров (=((0, (1,..., (п) неизвестен, то рассчитать значения (t, t=1,2,..., Т; на основании выражения (1.46) на практике не представляется возможным. Однако при известных оценках коэффициентов a0, a1 ,..., an   можно определить “оценку” ошибки (, в качестве которой в данном случае выступают значения «фактической» ошибки  et=уt–f(a, xt), t=1,2,..., Т, полученные из выражения (1.46) при подстановке в функционал f оценок параметров. Ряд ошибки et  при этом также рассматривается как “выборочная ошибка”.

Полученную любым методом оценку ai  коэффициента эконометрической модели (i   можно рассматривать как выборочную случайную величину, представленную в виде суммы ее истинного значения (i  и случайной ошибки (ai , i=0,1,..., п.

ai=(i +(ai .                                  (1.47)

Из выражения (1.47) непосредственно вытекает, что о качестве оценки ai   в этом случае можно судить по свойствам ее ошибки (ai.

При этом, хотя истинное значение  (i  неизвестно, однако, как это будет показано далее, некоторые характеристики ошибки  (ai  и ее свойства обычно удается определить в процессе получения оценки ai .

В такой ситуации хорошее качество оценок параметров модели, полученных с использованием того или иного метода (о котором можно судить на основании характеристик качества их ошибок), является одним из важнейших условий построения “удачной” эконометрической модели. Напомним, что другим таким условием является правильное отображение основных закономерностей рассматриваемых процессов с учетом взаимосвязей между ними. Рассмотрим основные подходы к определению уровня качества оценок параметров эконометрических моделей более подробно.

Теория статистического оценивания качество оценок определяет по свойствам несмещенности, эффективности, асимптотической несмещенности и асимптотической эффективности, состоятельности и некоторым другим. Напомним, что оценка является несмещенной, если  истинное значение параметра можно рассматривать как ее математическое ожидание или, иначе, математическое ожидание ошибки оценки (ai  должно быть равно нулю:

M[ai]=(i, M[(ai]=0.                               (1.48)

Оценка рассматривается как эффективная, если она характеризуется наименьшей дисперсией (дисперсия ошибки оценки минимальна) среди всех других аналогичных оценок, полученных различными методами, способами.
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– дисперсия оценки, полученной с использованием j-го метода оценивания.

Часто свойство несмещенности выполняется лишь с некоторой степенью «приблизительности» при достаточно больших объемах выборочных данных (при большом числе измерений Т), в пределе при Т((. В этом случае говорят, что оценки являются асимптотически несмещенными. Иногда асимптотическая несмещенность рассматривается в “вероятностном” смысле, т. е. предполагается, что для произвольно малых положительных чисел ( и (, в общем случае зависящих от Т, существует такой объем исходных данных Т0, что для всех Т(Т0 имеет место следующее неравенство:
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где 
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– вероятность события, заключенного в фигурные скобки. Выражение (1.50) означает, что предел по вероятности последовательности 
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. Оценки, обладающие таки свойством, называют состоятельными. Свойство состоятельности в литературе обычно выражают символом 
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Обратим внимание на определенные различия, связанные с использованием в эконометрическом анализе свойств несмещенности, в одной стороны, и асимптотической несмещенности, состоятельности,  с другой. В эконометрических исследованиях значение Т  всегда конечно,  и часто не очень велико, что иногда определяется отсутствием необходимой информации. При конечных объемах выборки желательно выполнение для рассматриваемых характеристик свойств несмещенности и эффективности. Однако в ряде случаев доказать наличие у них таких свойств не представляется возможным, но можно показать, что они обладают свойствами асимптотической несмещенности, эффективности и состоятельности. Наличие таких асимптотических свойств у характеристик обычно в эконометрике является свидетельством более высокого их качества, по сравнению с другими альтернативными вариантами таких характеристик, которые этими свойствами не обладают.

Кроме того, “асимптотические”  свойства могут рассматриваться как преимущество “при прочих равных условиях”, в том смысле, что из двух оценок более предпочтительной является та из них, которая получена на основе большей по объему выборки (если по эффективности эти оценки не различимы)*.

Однако в этом случае следует проявлять определенную осторожность. Дело в том, что при конечных объемах выборки интуитивно предполагается, что, чем больше значение Т, тем ближе полученная оценка параметра к его истинному значению  и тем меньше ее ошибка. Но увеличение объема выборки ведет к уменьшению величины смещения только в том случае, если закономерности рассматриваемых процессов на “старом” и “добавленном” временных интервалах полностью идентичны (однородная выборка) и, таким образом, построенные на соответствующей этим интервалам информации модели будут малоразличимы.

 В эконометрике часто приходится сталкиваться с такой ситуацией, когда на отдельных временных участках закономерности процессов различаются. Это может быть вызвано, например, начавшимся воздействием на зависимую переменную уt   нового фактора, изменением характера взаимосвязей между рассматриваемыми переменными в связи с изменением их масштабов (действие диалектического закона перехода “количества” в “качество”) и по другим причинам. В этом случае увеличение числа измерений не ведет к автоматическому “росту качества” оценок параметров модели.

Важнейшими характеристиками, которые учитываются при изучении свойств  асимптотической несмещенности и состоятельности,  являются асимптотическое математическое ожидание и асимптотическая дисперсия.

Асимптотическое математическое ожидание параметра ai определяется как предел последовательности оценок его математических ожиданий, рассматриваемых при неограниченно возрастающем объеме исходных данных, т. е. количестве измерений Т:
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где 
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 – оценка параметра, полученная при Т измерениях.

Асимптотическая дисперсия определяется как предел следующей величины:
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где (i  – истинное значение этого параметра.

Выражение (1.53) сформировано с учетом того факта, что оценки 
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, полученные на основе различных методов, могут иметь в пределе при Т(( одинаковую нулевую дисперсию. Например, дисперсия выборочного среднего равна 
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– дисперсия генеральной совокупности, а 
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 и  т – ее выборочное  среднее и выборочная медиана. Из сопоставления этих значений видно, что выборочное среднее более “качественная” (асимптотически эффективная) оценка, чем медиана. Таким образом, выражение (1.53) является более наглядным  при сравнении эффективности различных оценок параметров при увеличении Т.

Точно также рассмотренные свойства для конечных и бесконечных  выборок распространяются и на совокупность оценок параметров, представимых в виде вектора-строки a=(a0, a1,..., an)(. Заметим, что в этом случае вместо дисперсии мы имеем дело с ковариационной матрицей этого вектора Cov(a), определяемой следующим выражением:

Cov(a) = M[(a, (a(] =

=    
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где (a(  – вектор-строка ошибок параметров, (a(=((a0, (a1,..., (an ), cov(ai, aj)– ковариация параметров ai  и aj; асимптотическое математическое ожидание вектора оценок параметров определяется согласно следующему выражению:


(( a)=
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а асимптотическая ковариационная матрица этих оценок – согласно выражению:

asyCov(a)=
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Если оценка каждого из компонент вектора a состоятельна (в смысле выражения (1.50)), то состоятельным является и весь вектор. Тогда можно записать

plim(a(T ))=(.

Достаточным условием состоятельности оценки параметра модели является стремление к нулю величины математического ожидания и дисперсии ее ошибки (смещения) при возрастании объема выборки. Это условие следует из неравенства Чебышева, в свою очередь, вытекающего из следующих соотношений:


[image: image127.wmf]P

a

a

i

i

i

a

T

T

i

i

{

(

)

}

(

)

(

)

m

a

x

s

x

m

a

x

-

<

³

-

-

<

®

®

¥

1

2

2

;

lim

{

}

1.

          

          

  (1.57)


Заметим, что 
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Таким образом, если 
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, т. е. оценка является асимптотически несмещенной,  то из (1.57) непосредственно вытекает, что, начиная с некоторого значения Т0  для всех Т(Т0 можно найти малое значение (, удовлетворяющее (1.57). Из этого следует, что plim(ai (Т ))=(i, и такая оценка является и состоятельной.

Обратное утверждение, вообще говоря неверно, т. е. состоятельные оценки не всегда являются асимптотически несмещенными. Однако при выполнении некоторых дополнительных условий установлено, что состоятельные оценки  обладают и свойствами асимптотической несмещенности. В частности, если оценка ai   несмещенная при конечном объеме выборки и состоятельная, то она обладает и свойством асимптотической несмещенности. Такой же вывод справедлив и в том случае, когда известно, что существует асимптотическое математическое ожидание состоятельной оценки и предел ее дисперсии 
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Заметим также, что состоятельность является “более удобным” при анализе свойством, чем асимптотическая несмещенность, поскольку оно часто автоматически сохраняется при преобразованиях рассматриваемых переменных и некоторых операциях с ними. В частности, если f(a) – некоторая функция параметра a, то plim(f(a))=f(plim(a)). Например, plim(a2)=(plim(a)) 2.

Аналогичные свойства имеют место и при векторно-матричных вычислениях. Так, для произведения матриц, обратной матрицы справедливыми являются следующие соотношения:

plim(A(B))=(plimA)( plim(B);

(plimA–1)= (plimA)–1.

Различные методы определения значений параметров эконометрических моделей могут приводить к их оценкам, различающимся по своим количественным характеристикам. При этом  ухудшение свойств оценки иногда обусловливается тем, что исходные предпосылки применения того или иного метода не соответствуют свойствам рассматриваемого процесса.

Часто “необоснованность” предпосылок обусловлена тем обстоятельством, что в ходе анализа построенной модели не принимается во внимание “содержательная интерпретация” используемых данных. В связи с этим заметим, что обычно предположение о детерминированном характере независимых переменных хi, позволяет говорить о свойствах несмещенности и эффективности оценок параметров эконометрических моделей на конечных выборках (т. е. рассматривать проблемы наличия или отсутствия этих свойств у найденных оценок.

В том случае, если независимые переменные имеют случайный характер или при получении оценок параметров модели использовались так называемые “инструментальные” переменные – их заменители, то свойства полученных оценок уже имеют асимптотический характер. Иными словами, несмещенность и эффективность (если они имеют место) проявляются только на больших выборках.

В этой связи наиболее “популярными” методами оценки параметров линейных эконометрических моделей являются метод максимального правдоподобия и метод наименьших квадратов. Их “популярность” объясняется относительной простотой вычислений и высоким качеством получаемых оценок в смысле выполнения требований относительно их несмещенности, эффективности и состоятельности.

Вопросы к главе I
1. Охарактеризуйте составные части эконометрической модели.

2. По каким признакам можно классифицировать эконометрические модели?

3. Перечислите этапы построения эконометрических моделей.

4. На основании каких исходных данных могут быть построены эконометрические модели?

5. Перечислите наиболее распространенные типы функциональных зависимостей.

6. Что показывает частный коэффициент эластичности?

7. Охарактеризуйте производственные функции Кобба-Дугласа и с постоянной эластичностью замещения.

8. Что такое «предельная норма замещения»?

9. Охарактеризуйте «априорный» и «апостериорный» подходы к отбору факторов?

10.  Что такое «ложная корреляция»?

11.  Какие гипотезы проверяются с помощью критерия Стьюдента?

12.  Какие гипотезы проверяются с помощью критерия Дарбина-Уотсона?

13.  Что показывают коэффициенты множественной корреляции и детерминации?

14.  Какие гипотезы проверяются с помощью критерия Фишера?

15.  Что такое «асимтотическая несмещенность» и «асимптотическая состоятельность»?

16.  Как определяются «асимтотическое математическое ожидание» и «асимптотическая дисперсия»?  

Упражния к главе I
Задание 1.1

Торговое предприятие имеет сеть, состоящую из 12 магазинов, информация о деятельности которых представлена в таблице 1.1.

                                                                        Таблица 1.1
	Номер магазина
	Годовой товарооборот, млн. руб.
	Торговая площадь, тыс. м2 
	Среднее число посетителей в день, тыс. чел.

	1
	19,76
	0,24
	8,25

	2
	38,09
	0,31
	10,24

	3
	40,95
	0,55
	9,31

	4
	41,08
	0,48
	11,01

	5
	56,29
	0,78
	8,54

	6
	68,51
	0,98
	7,51

	7
	75,01
	0,94
	12,36

	8
	89,05
	1,21
	10,81

	9
	91,13
	1,29
	9,89

	10
	91,26
	1,12
	13,72

	11
	99,84
	1,29
	12,27

	12
	108,55
	1,49
	13,92


Требуется построить диаграммы рассеяния годового товарооборота  (у) в зависимости от торговой площади (х1) и среднего числа посетителей в день (х2) и  определить форму связи между результирующим показателем (у) и каждым из факторов (х1   и х2).

Задание 1.2
На основании информации, приведенной в табл. 1.1, построено двухфакторное  уравнение годового товарооборота в зависимости от торговой площади магазина (х1) и среднего числа посетителей в день (х2), которое выглядит следующим образом:
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Требуется:

1. Дать экономическую интерпретацию коэффициентов уравнений регрессии.

2. На основании данных табл. 1.1 рассчитать эмпирические коэффициенты эластичности годового товарооборота от торговой площади и от среднего числа посетителей.

3. На основании уравнений регрессии оценить частные коэффициенты эластичности годового товарооборота от торговой площади и от среднего числа посетителей.

Задание 1.3

На  основании информации, представленной в табл. 1.4, построена производственная функция Кобба-Дугласа
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где 
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  – валовый национальный продукт  в t-м году (млрд. руб.), 
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 – накопление в t-м году (млрд. руб.), 
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–  среднегодовая численность занятых в t-м году (млн. чел.).

Таблица 1.4
	Пери-од
	ВНП, млрд. руб.
	Накопление, млрд. руб.
	Среднегодовая численность занятых, млн. чел.

	1
	337,7
	650
	89,1

	2
	354,0
	710
	90,5

	3
	363,3
	773
	91,9

	4
	385,7
	836
	93,0

	5
	405,6
	900
	94,1

	6
	426,3
	968
	95,3

	7
	438,3
	1040
	96,1

	8
	462,2
	1113
	96,6

	9
	486,7
	1190
	97,5

	10
	523,4
	1270
	98,2


Требуется:

1.
 Определить предельные эффективности факторов и предельные нормы их замещения в каждой точке базисного периода.

2.
Построить графики изоквант для 1 и 10 периодов.

Задание 1.4
На основании информации за 1970-1990 гг. для РСФСР определены парные коэффициенты корреляции у (среднедушевого потребления рыбы, кг) и следующих факторов: х1 (среднедушевого потребления мяса, кг), х2 (среднедушевого потребления молока , л), х3 (среднедушевого потребления растительного масла , кг), х4 (среднедушевого потребления яиц, шт.), х5 (среднедушевого потребления сахара, кг), х6 (среднедушевого потребления хлеба, кг), х7 (среднедушевого потребления картофеля, кг), х8 (среднедушевого потребления овощей, кг), х9 (базисного индекса реальных доходов населения, за единицу принят уровень 1970 г.), и х1 0 (среднедушевого потребления алкоголя, л). Построена матрица парных коэффициентов корреляции факторов. Соответствующая информация приводится в табл. 1.12.
Таблица 1.12
	
	Коэффициенты парной корреляции

	
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	х7
	х8
	х9
	х10

	y
	0,84
	0,43
	0,83
	0,85
	0,87
	-0,82
	-0,69
	0,70
	0,85
	0,19

	x1
	1,00
	0,59
	0,93
	0,97
	0,83
	-0,98
	-0,84
	0,85
	0,97
	0,04

	х2
	0,59
	1,00
	0,47
	0,48
	0,13
	-0,53
	-0,21
	0,42
	0,52
	0,36

	x3
	0,93
	0,47
	1,00
	0,07
	0,92
	-0,97
	-0,90
	0,95
	0,99
	-0,11

	x4
	0,97
	0,48
	0,07
	1,00
	0,91
	-0,98
	-0,88
	0,90
	0,98
	0,13

	x5
	0,83
	0,13
	0,92
	0,91
	1,00
	-0,87
	-0,78
	0,86
	0,90
	0,20

	x6
	-0,98
	-0,53
	-0,97
	-0,98
	-0,87
	1,00
	0,88
	-0,92
	-0,98
	-0,10

	x7
	-0,84
	-0,21
	-0,91
	-0,88
	-0,78
	0,88
	1,00
	0,88
	-0,91
	-0,03

	x8
	0,85
	0,42
	0,95
	0,89
	0,86
	-0,92
	-0,88
	1,00
	0,93
	0,10

	x9
	0,97
	0,52
	0,99
	0,98
	0,91
	-0,98
	-0,91
	0,93
	1,00
	0,07

	х10
	0,04
	-0,36
	-0,11
	0,13
	0,20
	-0,10
	-0,03
	0,10
	0,07
	1,00


Требуется отобрать факторы в модель путем пошагового наращивания их числа.

Указание. В качестве порогового значения парного коэффициента корреляции результирующего показателя и каждого из факторов взять 0,6 ((1 =0,6), а порогового значения парного коэффициента корреляции факторов – 0,9 (( 2 = 0,9).

Задание 1.5

В 2001 г. европейское мясное лобби размышляет на тему, стоит ли оказать давление на правительства стран-членов ЕС, чтобы новые случаи заболевания губчатой энцефалопатией и болезнью Кройцфельда-Якоба не становились достоянием  гласности. Безусловно, такое давление будет стоить недешево, и поэтому необходимо предварительно оценить полезность подобных действий. Оценивается зависимость уt  (доли вегетарианцев среди населения t-й страны ЕС) от х1t (числа ставших известными случаев инфицирования коров губчатой энцефалопатией) и х2t (числа ставших известными случаев заболевания людей болезнью Кройцфельда-Якоба). Исследование проводится для Т=15 стран.

Результаты оценивания по МНК (в скобках даны стандартные отклонения оценок коэффициентов):
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Требуется:

1.
Проверить статистическую значимость коэффициентов уравнения при (=0,05.

2.
Определить, является ли константа значимо меньше 0,31.

3.
Проверить совместную статистическую значимость переменных х1 и х2, если сумма квадратов ошибок составляет 0,0084, а дисперсия наблюдаемой переменной  у – 0,0011.

Задание 1.6
Для классической линейной однофакторной модели нормальной регрессии требуется проверить гипотезу H0:(0 =(00((1=(10 при уровне значимости (=0,05. 

1.
Предлагается следующий способ тестирования. С помощью оценок a0  и a1  отдельно проверить гипотезы H01: (0=(00 и H02: (1=(10 при уровне значимости (=0,05. Если отклоняется хотя бы одна из гипотез H01 или H02, то отклоняется и гипотеза H0. Что можно сказать об уровне значимости такого способа тестирования?

2.
Предлагается такой же способ тестирования, как и в п. 1. Но гипотеза H0 отклоняется только тогда, когда одновременно отклоняются и гипотеза H01 и гипотеза H02. Что можно сказать об уровне значимости такого способа тестирования?

ГЛАВА II. МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ЛИНЕЙНЫХ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

2.1. Метод наименьших квадратов

2.1.1. Процедура оценки параметров по методу наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов (МНК) является одним из наиболее разработанных и распространенных вследствие своей относительной простоты и эффективности методов оценки параметров линейных эконометрических моделей. Он не предъявляет жестких требований к закону распределения ошибок моделей. Вследствие этого оценки коэффициентов моделей, полученные на основе МНК, не зависят от фактического (или предполагаемого) закона распределения. Хотя обычно закон распределения ошибки, если его знание необходимо для проверки качества модели, свойств ее параметров и т. п., предполагается нормальным. При этом в “классическом” варианте МНК, как это будет показано далее, в отношении свойств ошибки модели (t  выдвигаются следующие предположения:

– ошибка имеет нулевое математическое ожидание, M[(t]=0;

– ее дисперсия конечна и постоянна, ((2=const;

– автокорреляционные связи в ряду ошибки отсутствуют,    т. е. (1=(2=...=0, где (i  – коэффициент автокорреляции рядов (t и (t–i, i=1,2,... ;

– ряд значений ошибки статистически  не связан с рядами значений независимых переменных модели.

Рассмотренные предположения определяют ошибку модели как процесс белого шума с ковариационной матрицей ее вектора ошибки, имеющей следующий вид: Cov(()=((2(Е.

Рассмотрим общую схему процедуру оценки параметров линейной эконометрической модели на основе МНК более подробно. Такая модель в общем виде была представлена уравнением (1.2):

yt=(0+(1 х1t +...+(nхnt +(t.
Исходными данными при оценке параметров  (0, (1,..., (n являются измеренные (наблюдаемые) значения зависимой переменной, которые можно представить в виде вектора-столбца,  EQ  
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Наблюдаемые значения независимых переменных объединим в матрицу следующего вида:


                                    Х =  
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     (2.1)

        

Cвое название МНК получил, исходя из смыслового содержания критерия, которому должны удовлетворять полученные на его основе оценки параметров эконометрической модели:

сумма квадратов значений фактической ошибки модели должна быть минимальной.

Иными словами, найденные с помощью МНК оценки a0, a1,..., an,  обеспечивают минимум следующей квадратичной формы на множестве всех других комбинаций значений таких оценок:
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   (2.2)


где et  – значение фактической ошибки модели в момент t=1,2,..., Т,  полученное после подстановки в выражение (1.2) вместо неизвестных истинных значений параметров (0, (1,..., (n  их оценок a0, a1,..., an.

Оптимальные по данному критерию значения оценок в этом случае могут быть найдены путем решения следующей системы так называемых “нормальных” уравнений, вытекающей из условия равенства нулю частных производных функции s2 ((0, (1,..., (n) по своим параметрам в точке минимума:
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    (2.3)


В системе (2.3) неизвестными являются оценки параметров a0, a1,..., an, а ее известные коэффициенты сформированы на основе исходных данных и представлены в виде следующих сумм: 
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 i,j=1,2,..., п. Решения, получаемые на основе развернутой формы системы (2.3), достаточно громоздки, и поэтому в дальнейшем в математических выкладках общего характера будем использовать векторно-матричную форму представления ее составляющих.

Векторно-матричная форма записи линейной эконометрической модели (1.2) имеет следующий вид:

                                     у=Х((+(,                                     (2.4)

где у – вектор-столбец, состоящий из Т компонент; Х – матрица размера Т((п+1) (если в модели присутствует “свободный” коэффициент (0); (=((0, (1,..., (n)(– вектор-столбец параметров, состоящий из п+1-й компоненты; ( – вектор-стобец ошибки модели, состоящий, как и вектор у, из Т компонент.

Соответственно векторно-матричный вариант модели, в котором вместо неизвестных истинных коэффициентов (  и ошибок (  используются их оценки, т. е. вектора а и е, запишем в следующем виде:

                                     у=Х(а+е,                                     (2.5)

где а=(а0, а1,..., аn)(, е=(е1, е2,..., еТ)(– вектора значений оценок коэффициентов линейной эконометрической модели и значений ее фактической ошибки соответственно.

Сумму квадратов значений ошибки s2 можем представить в виде скалярного произведения вектора-строки е(  на вектор-столбец е. Проводя несложные преобразования с учетом правил произведения векторов и матриц, получим следующий результат:

s2 =(е(, е)=(у–Х(a)((у–Х(a)= у(у–a(Х(у–у(Хa+a(Х(Хa=

=у(у–2a(Х(у+a(Х(Хa.                           (2.6)

При проведении преобразований учитывалось правило транспонирования векторно-матричного произведения (z(W)(=(W((z().

Условие (2.3) в векторной форме записи приобретает следующий вид:

                                 (s2/(a=0.                                     (2.7)

Заметим, что в выражении (2.7) операция дифференцирования осуществляется по вектору.

С учетом выражения (2.6) уравнение (2.7) приводится к следующему виду:

         (s2/(a=((у(у–2a(Х(у+a(Х(Хa)/(a=–2Х(у+2Х(Хa=0
или

Х(Хa=Х(у.

Откуда следует, что “оптимальный” вектор оценок параметров a определяется на основе следующего векторно-матричного выражения:

                                      a=(Х(Х)–1(Х(у.                                             (2.8)

Все переменные в правой части выражения (2.8) являются известными – это исходные данные, сведенные в матрицу Х  и вектор у.

2.2.2. Свойства оценок МНК

Рассмотрим основные условия, при которых оценки коэффициентов линейной эконометрической модели, во-первых, могут быть в принципе найдены, а, во-вторых, их “качество” будет “достаточно высоким”, что является определенным свидетельством и достаточного качества построенной модели.

Как было отмечено в разделе 1.5, “качество” оценок, их свойства тесно связаны со “статистической” трактовкой исходных данных и,  в первую очередь, независимых переменных. Рассмотрим сначала случай, когда измеренные (наблюдаемые) значения независимых факторов трактуются как детерминированные (неслучайные) величины.

Детерминированные независимые переменные.
В этом случае матрица Х представляет собой матрицу, состоящую из констант, и элементы матриц (Х(Х) и (Х(Х)–1 также рассматриваются как константы.

Прежде всего заметим, что выражение (2.3) и аналогичное ему выражение (2.7) представляют собой систему (n+1) уравнений с (n+1) неизвестными. Вследствие этого решение, т. е. вектор a, на основе выражения (2.8) теоретически можно получить почти всегда, кроме тех случаев, когда матрица   Х(Х   является вырожденной и, следовательно, обратная ей матрица (Х(Х)–1  не существует. 

Вырожденная матрица Х(Х будет иметь место в том случае, если хотя бы один из столбцов матрицы Х представим в виде линейной комбинацией нескольких других ее столбцов. От свойства вырожденности матрицы  Х(Х  следует отличать ее плохую обратимость. Это свойство может быть обусловлено существованием почти линейной зависимости между столбцами матрицы Х. В этом случае определитель матрицы  Х(Х  близок к нулю и при расчете элементов обратной ей матрицы могут возникнуть проблемы вычислительного характера, когда неизбежные в расчетах на ЭВМ ошибки округления будут значительно искажать конечный результат. Это, в свою очередь, может повлечь существенные искажения оценок параметров модели, т. е. элементов вектора a.

Другое достаточно естественное ограничение для получения решения состоит в том, что количество измерений факторов Т должно быть больше их числа n+1 (Т(n+1). В противном случае получить однозначную оценку параметров модели невозможно, так как количество неизвестных в системе (2.3) превысит число  ее уравнений.

Наряду с отмеченными трудностями “вычислительного характера” проблема получения “хороших” оценок параметров эконометрических моделей усложняется еще из-за ряда обстоятельств. Дело в том, что найденные с помощью выражения (2.8) оценки ai, i=0,1,..., n являются случайными величинами. Их можно представить как сумму истинного значения (i  и некоторой случайной ошибки (ai  (см. выражение (1.47)).
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Для доказательства справедливости этого утверждения подставим   в   выражение  (2.8)   вместо  вектора  у    его  выражение Х((+(,  где   (  – вектор истинных значений параметров (i,  i=0,1,..., n. После подстановки получим:

a=(Х(Х)–1(Х((Х((+()=(Х(Х)–1Х(Х((+(Х(Х)–1Х(((=

=(+(Х(Х)–1Х(((,                                        (2.9)

где (Х(Х)–1Х(((=(a – вектор ошибки оценок параметров ai .

При случайном характере оценок коэффициентов модели ai,  i=0,1,..., n; их “высокое качество” подтверждается наличием у них свойств несмещенности и эффективности.

Рассмотрим сначала условие несмещенности этих оценок. Оно означает, что математическое ожидание оценки ai, i=0,1,..., n; равно истинному значению параметра (i, т. е. M[ai]=(i.

При условии, что матрица (Х(Х) обратима, возьмем математическое ожидание от правой и левой частей выражения (2.9). Получим

                                      М[a]=(+М[(Х(Х)–1Х(((].               (2.10)

Из выражения (2.10) непосредственно вытекает, что для того, чтобы значения ai,  i=0,1,..., n; полученные из выражения (2.8), были несмещенными оценками параметров эконометрической модели (i необходимо выполнение следующего условия:

              М[(Х(Х)–1Х(((] = 0.                             (2.11)

Поскольку матрица Х  является ненулевой, то  для выполнения условия (2.11) необходимо, чтобы

а) М[(]=0;                                                                                                (2.12)

б) факторы хit  и ошибка (t  были независимыми между собой, i=0,1,..., n.

В этом случае математическое ожидание произведения    (Х(Х)–1Х(((  можно представить как произведение математических ожиданий двух величин (постоянной матрицы (Х(Х)–1Х( на случайный вектор ошибки (, т. е. М[(Х(Х)–1Х(((]=М[(Х(Х)–1Х(](М[(], откуда следует, что при справедливости (2.12) условие (2.11) выполняется.

Оценка ai  параметра модели (i  считается эффективной, если ее дисперсия является минимальной среди дисперсий всех  других возможных оценок данного параметра.

Дисперсии оценок ai,  i=0,1,..., n;  можно найти как диагональные элементы их ковариационной матрицы. Напомним, что ковариационная матрица вектора оценок a (в общем случае) определяется следующим выражением:

 Сov(a)=   
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где (i2=D(ai) – дисперсия i-ой оценки; cov(ai, aj)  – ковариация оценок i-го и j-го параметров.

Ковариационная матрица вектора оценок а может быть представлена как математическое ожидание произведения вектора-столбца ошибки на ее вектор-строку, т. е. Сov(a)=М[(a((a(]. С учетом (2.9) получим:

Сov(a)=М[(Х(Х)–1Х(((((((Х(Х(Х )–1].            (2.14)

Поскольку матрица Х образована постоянными величинами, то выражение (2.14) можно переписать в следующем виде:

Сov(a)=(Х(Х)–1Х((М[((((](Х(Х(Х)–1= 

                  =(Х(Х)–1Х((Сov(()(Х(Х(Х)–1,                  (2.15)

где Сov(() является ковариационной матрицей вектора “идеальной” ошибки модели, определяемой следующим выражением:


Сov(()=    
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где, напомним, cov((i, (j) определяются как ковариация рядов ошибки (t   и (t–(i–j).

 C учетом выражения (2.15) несложно увидеть, что (02, (12,...,  (n2  – дисперсии оценок   ai,  i=0,1,..., n будут минимальными в том случае, если ковариационная матрица вектора ошибки ( Сov(() имеет следующий вид:

М[((((]=((2(Е,                                    (2.17)

где ((2 – дисперсия истинной ошибки модели, Е – единичная матрица.

В этом случае выражение ковариационной матрицы оценок a значительно упрощается:

Сov(a)=(Х(Х)–1Х((Сov(()(Х(Х(Х )–1=

=(Х(Х)–1Х((((2(Е(Х(Х(Х)–1=((2((Х(Х)–1.                      (2.18)

Таким образом, если М[((((]=((2(Е, то оценки коэффициентов линейного эконометрического уравнения являются эффективными. На практике дисперсии и ковариации оценок ai, i=0, 1,..., n; могут быть оценены как элементы матрицы  (е2((Х(Х)–1, в которой значение дисперсии ошибки может быть оценено на основе фактических (“выборочных”) значений ошибки et, согласно следующей формулы (см. выражение (1.32)):
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Таким образом, из полученных в данном разделе результатов вытекает, что использование метода наименьших квадратов позволяет получить несмещенные и эффективные оценки параметров линейной эконометрической модели при детерминированных значениях независимых переменных в случае конечной выборки, если выполняются следующие положения:

1. Математическое ожидание значений ошибки модели для всех моментов времени t равно нулю, т. е. для t=1,2,...,Т

М[(t]=0, М[(]=0.                               (2.20)

2. Значение дисперсии ошибки является постоянной величиной для всех моментов t=1,2,...,Т

((2 =const.                                      (2.21)

3. Значения ошибки, взятые в различные моменты времени, независимы между собой, т. е. ковариация ошибок (t, (t+s,  где     s=1,2,... равна 0.

                           cov ((t , (t+s) = 0.                                  (2.22)

4. Значения независимых факторов модели и ошибки, рассматриваемые в одни и те же моменты времени, являются независимыми, т. е.  их ковариации равны нулю.

                          cov (хit , (t+s) = 0,                                  (2.23)

для i=1, 2, ... , n.

5. Матрица (Х(Х) является невырожденной. На практике   это означает, что факторы хit, i=1, 2, ... , n независимы между собой, в том смысле, что их выборочные парные коэффициенты корреляции не превосходят некоторого порога  ( 
(rij(((,                                            (2.24)

где rij  – выборочный коэффициент корреляции между факторами хi   и хj,  i( j.

При выполнении условий (2.20)–(2.23) оценки МНК можно считать несмещенными и эффективными. В дальнейшем свойства ошибки эконометрической модели, определенные условиями (2.20)–(2.23), иногда будем называть “стандартными”, а ошибку, обладающую этими свойствами, – “стандартной” ошибкой.

При вырожденной матрице (Х(Х) формально МНК вообще не  позволяет определить значения этих оценок, поскольку определитель этой матрицы становится равным нулю и сформировать обратную матрицу (Х(Х)–1 без каких-либо дополнительных “ухищрений” не представляется возможным.

Покажем также, что оценки параметров эконометрической модели, полученные с использованием МНК при детерминированных независимых переменных и справедливости условий (2.12) и (2.17), являются асимптотически несмещенными и состоятельными.

Напомним, что эти свойства в эконометрике рассматриваются как “желательные”, в том смысле, что при прочих равных условиях оценки параметров эконометрической модели, полученные при большем объеме выборки исходных данных из однородной их совокупности, характеризуются меньшим смещением по сравнению с оценками, полученными на основе выборок меньшего объема.

Предположим, что при Т(( соблюдается условие однородности исходных данных и для матрицы (Х(Х) существует следующий предел:
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где Q – положительно определенная матрица.

Заметим также, что с учетом (2.25) выражение (2.9) можно представить в следующем виде:

a=(+
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“Предел по вероятности” вектора оценок а с учетом (2.25) может быть записан следующим образом:

plima=(+Q–1(plim
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Поскольку Х( – матрица с детерминированными компонентами, то при выполнении условий (2.12) и (2.17) получим следующие выражения, определяющие математическое ожидание и дисперсию вектора w=
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Cov(w)= M[w, w(]=
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Из выражения (2.29) непосредственно следует, что при Т(( дисперсии оценок параметров стремятся к нулю, поскольку
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Иными словами, оценки параметров эконометрической модели оказались асимптотически несмещенными, а, следовательно, и состоятельными*, т. е.

plim
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и с учетом (2.22) имеем:

plima=(+Q-1(0=(.                          (2.31)

Можно также показать, что при Т(( и конечных по абсолютной величине элементах матрицы Х закон распределения вектора 
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(  является асимптотически нормальным с нулевым математическим ожиданием и ковариационной матрицей (2Q. Это свойство записывается следующим образом:
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С учетом выражения (2.32) закон распределения вектора 
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(, также является асимптотически нормальным (см. выражение (1.56)):

Q-1(
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где Q–1((((2Q)(Q–1 – ковариационная матрица вектора   Q-1(
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Из выражения (2.33) следует, что вектор оценок параметров а имеет асимптотически нормальное распределение с математическим ожиданием (  и ковариационной матрицей 
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Напомним, что на практике при конечных значениях Т ковариационная матрица этого вектора формируется с использованием следующих замен: 
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 (см. выражение (2.18)).

Заметим также, что выражение (2.34) является теоретическим обоснованием возможности использования критерия Стьюдента при определении значимости влияния независимых факторов на зависимую переменную модели у (см. выражение (1.25)).

Стохастические независимые переменные.
В эконометрических исследованиях в качестве значений независимых переменных часто приходится использовать исходные данные, которые нельзя интерпретировать как детерминированные величины, поскольку сами они являются результатами, например, выборочных обследований. Примерами таких переменных являются среднедушевой доход, среднедушевое потребление и т. п. Их значения определяются по некоторой выборке индивидуумов из генеральной совокупности  жителей.

Аналогично, такая ситуация может иметь место, когда в качестве исходных данных модели используется информация, характеризующая случайно выбранные элементы генеральной совокупности. Например, из совокупности мелких предприятий розничной торговли формируется выборка и характеристики отобранных предприятий (доход, заработная плата, объем реализации и т. п.) рассматриваются как значения независимых переменных модели.

В этих случаях значения независимых переменных можно интерпретировать как случайные величины, подчиняющиеся определенному закону распределения (имеется в виду многомерное распределение совокупности  этих величин).

Тогда вектор оценок параметров эконометрической модели, определенный на основе МНК (см. выражение (2.9)), можно интерпретировать как условную оценку, полученную при стохастической матрице наблюдаемых значений независимых факторов Х. С учетом такой трактовки выражение (2.9) может быть представлено в следующем виде:

M[а|Х]=(+(Х(Х)–1Х((M[(|Х].                      (2.35)

Безусловная оценка вектора параметров модели может быть определена как математическое ожидание условных оценок по всем возможным вариантам матрицы Х. Этот результат обычно записывается следующим образом:

M[а]=MХ[а|Х]=(+MХ[(Х(Х)–1Х((M((|Х)],            (2.36)

где MХ  – математическое ожидание по всем наборам переменных хit.

Из выражения (2.36) вытекает, что при “стохастических” независимых переменных оценки параметров эконометрической модели, полученные на основе МНК, могут обладать только свойствами асимптотической несмещенности и эффективности. Иначе говоря, при конечных объемах выборки свойства несмещенности и эффективности для этих оценок не гарантированы.

Существование асимптотических свойств определяется тем обстоятельством, что при увеличении числа исходных данных, выбираемых из однородной совокупности, выборочное среднее должно стремиться к средней по генеральной совокупности, а дисперсия выборочного среднего – к нулю.

С учетом вида выражения (2.36) асимптотическая несмещенность оценок МНК означает, что
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Для выполнения условия (2.37) необходимо, чтобы ошибка модели (t  и значения элементов хit матрицы Х, i=0, 1,..., п; t=1, 2,..., Т  обладали при Т(( определенными свойствами, аналогичными (2.12) и (2.17). Из (2.36) непосредственно следует, что выражение (2.37) будет иметь место, если

M[(|Х]=M[(]=0, MХ[Х((M((|Х)]=0,             (2.38)

а также справедливым является предположение (2.25) относительно существования предела матрицы 
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Выражение (2.38) означает, что каждый столбец матрицы Х, представляющий собой вектор значений стохастической переменной хi=[хi1,..., хiT](, и вектор ошибки ( независимы между собой, и, кроме того, математическое ожидание ошибки модели равно нулю при всех вариантах выборочных данных.

Асимптотическая матрица ковариаций вектора оценок параметров эконометрической модели со стохастическими независимыми переменными согласно выражению (1.56) может быть определена следующим образом:

asy.var(a)=
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поскольку M[а|Х]=(.

Несложно заметить, что если справедливо следующее условие:
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и выполняются условия (2.38) и (2.25), то выражение (2.39) может быть представлено в следующем виде (см. также (2.18)):

asy.var(a)=
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1)


где матрица Q определена выражением (2.25).

Обобщая полученные результаты, отметим, что оценки коэффициентов эконометрической модели со стохастическими независимыми переменными, полученные на основе МНК, являются асимптотически состоятельными и эффективными, если выполняются следующие условия:
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Заметим, что условия (2.42) являются “предельными” аналогами предположений (2.20)–(2.24), имевших место в случае конечной выборки.

Таким образом, выражение (2.8), являющееся результатом МНК, позволяет получить значения оценок коэффициентов линейной эконометрической модели “хорошего качества” и при детерминированных, и при стохастических значениях независимых переменных, если выполняются определенные предпосылки относительно соответствующих свойств ошибки этой модели и наблюдаемых исходных данных.

Однако априорно проверить справедливость этих предпосылок, как правило, не представляется возможным. Обычно это можно сделать, лишь получив информацию о фактической ошибке модели, после того как она была построена. Фактическая ошибка модели еt   в данном случае может быть рассмотрена как оценка ее истинной ошибки (t. Тогда совпадение свойств фактической ошибки с предположениями, выдвигаемыми относительно свойств истинной ошибки, может являться достаточно “веской гарантией” обоснованности использования “классического” МНК в качестве метода оценки параметров модели.

Для определения свойств фактической ошибки еt  могут быть использованы специальные тесты и процедуры, рассмотренные, как в разделе (1.4) (см. тест Дарбина-Уотсона), так и в следующем параграфе данной главы.

2.2. Особенности проверки качества оценок МНК

Проверка условий, выполнение которых свидетельствует о “высоком” качестве полученных оценок параметров эконометрической модели (а, следовательно, в значительной степени и самой модели), на практике обычно осуществляется с использованием ряда процедур и критериев, на основе исходной и новой, полученной после построения модели, информации. К исходной информации относятся наблюдаемые (измеренные) значения зависимой и независимых переменных yt  и хit   соответственно. Новую информацию составляют значения 
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, найденные оценки параметров ai, соответствующие им фактические значения ошибки еt, а также ковариационные матрицы оценок и ошибок (в последнем случае возможно только дисперсии), i=0, 1,..., п; t=1, 2,..., Т.  Иными словами, значение Т  при проверке предполагается конечным.

При этом следует иметь в виду, что новая информация обычно рассматривается как некоторая оценка (заменитель) истинных (но неизвестных) значений соответствующих характеристик. В этой связи совпадение свойств оценок с предполагаемыми теорией априорными свойствами соответствующих характеристик (часто, но не всегда) является определенной гарантией качества модели (оценок ее параметров). Особенно важную роль в определении качества модели играют значения ее фактической ошибки еt, t=1, 2,..., Т; соответствующие полученным оценкам ее параметров.

2.2.1. Свойства фактической ошибки эконометрической модели

В данном разделе рассматриваются некоторые подходы к проверке наличия стандартных свойств (2.20)–(2.23) у “истинной” ошибки эконометрической модели (t  на основе анализа соответствующих свойств фактической ошибки еt. 

В этой связи сразу следует отметить, что наличие у ошибки еt  каждого из этих свойств не всегда является доказательством присутствия соответствующего свойства и у ошибки (t. Иными словами, наличие определенных свойств у ошибки еt  не является необходимым условием существования этих свойств и у истинной ошибки (t. Дело в том, что некоторые свойства фактической ошибки еt  являются своего рода ограничениями на ее значения, которые вытекают из критерия МНК как метода оценки параметров модели, т. е. выполняются практически всегда. В то же время   свойства “истинной” ошибки определены теоретическими предпосылками, положенными в основу этой модели. Поэтому вывод о правомочности использования МНК на основе существования таких “априорных” свойств фактической ошибки модели не может считаться обоснованным.

Вместе с тем, если фактическая ошибка (t  не обладает некоторым  свойством, то можно говорить о том, что теоретические предпосылки эконометрической модели не подтверждены полученными эмпирическими данными и “качество” ее уравнения не достаточно высоко.

 В этой связи отметим, что к “априорным” свойствам фактической ошибки еt, которые выполняются при использовании МНК всегда, относятся свойства (2.20) и (2.23). Приведем доказательства этого утверждения.

1.
Сумма значений фактической ошибки равна нулю


[image: image190.wmf]t

t

е

å

=

0

2

43

.

(

.

)

          

          

          

          

    


Условие (2.43) является аналогом свойства (2.20), поскольку 

 рассматривается как оценка математического ожидания фактической ошибки.

Использование МНК обеспечивает выполнение условия (2.43) автоматически. В самом деле, дифференцируя сумму квадратов ошибки еt   s2  (см. выражение (2.31)) по параметру a0 , получим
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Из этого выражения автоматически вытекает, что
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2.
Произведение транспонированной матрицы Х( на вектор фактической   ошибки е равно нулевому вектору. 

Х(е=0.                                      (2.44)

Условие (2.44) является аналогом условия (2.23), поскольку произведение каждой строки матрицы Х(  на вектор ( представляет собой скалярное произведение вектора значений соответствующих факторов хit   на вектор ошибки. 


[image: image193.wmf]cov(

,

)

(

)

.

it

t

it

i

t

t

it

t

t

i

t

t

it

t

t

x

е

x

x

е

T

x

е

T

x

е

T

x

е

T

=

-

×

å

=

×

å

-

×

å

=

×

å


Тогда векторно-матричное выражение (2.44) можно представить в виде следующей системы скалярных произведений: 
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    (2.45)


где х0t (1 для t=1, 2,..., Т.

Для доказательства справедливости выражения (2.44) представим вектор ошибки е в виде разности фактических и расчетных значений независимой переменной yt
е=у –

=у–Х(a.

Получим

Х((e=Х(((у–Х(a)=Х((у–Х((Х(a=(Х((Х)–1(Х((у–(Х((Х)–1 ((Х((Х)(a=0.

Из (2.44) и (2.45) автоматически следует, что
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)


Еще раз отметим, что выполнение условий (2.45) и (2.46) не может считаться доказательством отсутствия корреляционных взаимосвязей между значениями независимых переменных хit  и “истинной” ошибкой (t. В данном случае эти условия сами являются следствием результатов применения МНК для оценки коэффициентов эконометрической модели, т. е. они как бы выполняются автоматически. Для некоторых классов эконометрических моделей, как это будет показано в главах V и VIII, уже априорно, т. е. до построения модели, можно доказать существование ковариационной связи между некоторыми независимыми переменными и истинной ошибкой модели (t. Выполнение условия (2.45) в таком случае не является свидетельством корректности применения “классического” МНК для оценки ее параметров. 

3.
Из условий (2.43) и (2.45) также вытекает, что сумма произведений отклонений расчетных значений независимых переменных от ее среднего значения и расчетных значений ошибки равна нулю.
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  (2.47)


Раскрывая скобки в выражении (2.47), непосредственно получим
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Выражение (2.47) включает в себя также и следующее условие:
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означающее, что сумма произведений расчетных значений зависимой переменной 
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y

Ù

 и ошибки еt   равна нулю.

Здесь еще раз подчеркнем, что условия (2.43)–(2.48) для фактической ошибки еt  эконометрической модели автоматически вытекают из метода оценки ее параметров – МНК, и поэтому их непосредственно нельзя переносить на условия (2.20)–(2.23), характеризующие свойства истинной ошибки ( t.

Вместе с тем, условия (2.21) и (2.22) для фактической ошибки еt   не являются “априорными”. Они выполняются лишь в том случае, если исходные предпосылки МНК оказались справедливыми для данной модели, что является свидетельством обоснованного выбора формы ее уравнения, состава учтенных факторов и т. п.

2.2.2. Тестирование свойств фактической ошибки эконометрической модели

На практике справедливость предпосылок (2.21) и (2.22) можно подтвердить или опровергнуть только путем анализа свойств фактической ошибки еt, после оценки ее значений. В таком случае фактическая ошибка рассматривается как оценка истинной ошибки и выполнение для нее этих предпосылок  может рассматриваться в качестве доказательства их обоснованности, а, следовательно, и достаточно высокого качества оценок параметров эконометрической модели.

Заметим, что условие (2.21) ((2 = const нельзя интерпретировать как постоянство значений ((t( для t=1, 2,..., Т.  Оно лишь означает, что дисперсия истинной ошибки (t  является постоянной величиной на любом из отрезков рассматриваемого временного интервала (1,Т). В этой связи проверка условия (2.21) может быть идентична проверке гипотезы о постоянстве дисперсии фактической ошибки еt на различных отрезках интервала (1,Т). Такая проверка обычно проводится с использованием соответствующих тестов.

1.
Тестирование условия постоянства дисперсии ошибки модели.

Проверку гипотезы ((2=const (выражение (2.21)) можно провести с использованием расчетных значений ошибки еt на основе, например, двустороннего критерия Фишера. Общая схема реализации  процедуры такой проверки состоит в следующем. Интервал (1,Т) разбивается на три интервала (1,Т1), (Т1+1, Т2), (Т2+1, Т).  При этом первый и третий интервалы обычно выбираются одинаковой длины. В моделях со статической информацией соответственно на три группы разбивается исходная совокупность объектов, которые в данном случае должны быть расположены в порядке возрастания (или убывания) результирующей переменной yt. Для данных, соответствующих первому и третьем интервалам, строятся эконометрические модели, аналогичные исходному варианту. Для каждой из них определяются последовательности ошибки еt   – е1, е2,..., 
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Для первого и третьего интервалов на основании известных значений ошибки, рассчитываются дисперсии 

(1e2=
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 где  n –  число параметров модели.

 Отношение  (3e2 / (1e2  сопоставляется с граничными значениями двухстороннего критерия Фишера F* и F* с заданным уровнем доверительной вероятности р* и числом степеней свободы       (1=T–(n+1) и (2=T–T2–(n+1). Если оказывается, что выполняется соотношение

F* ((3e2 /(1e2 ( F*,                                  (2.49) 

где, то гипотеза о постоянстве дисперсии на интервале (1,Т) принимается. В противном случае – эта гипотеза отвергается.

Напомним, что   F* =1/F*((2, (1).

     В целом, надежность проверки гипотезы (2.21) по рассмотренной процедуре зависит от правильности выбора числа измерений на каждом из интервалов. С одной стороны,  уменьшение их длины приводит к потере точности в оценках  (1e2  и (3e2 , с другой – ее увеличение может сделать данные оценки статистически неразличимыми, поскольку колебания квадратов ошибок будут уравновешиваться на расширенных интервалах, и значения их дисперсий с ростом Т сблизятся. 

Если количество измерений Т достаточно велико, то для проверки гипотезы о постоянстве дисперсии может быть использован критерий Бартлетта. В этом случае интервал (1,Т) разбивается на k участков. По данным каждого из них формируется собственный вариант эконометрической модели, по форме (т. е. по используемым переменным и характеру их взаимосвязей) тождественный вариантам других участков. Для каждого варианта определяется значение дисперсии ошибки (12, (22,..., (k2. Гипотеза постоянства дисперсии предполагает, что  (12=(22=...=(k2=(2. Если эта гипотеза верна, то усредненная оценка дисперсий (i 2, i=1,2,..., k, рассчитываемая как
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распределена как выборочная дисперсия, т. е. по нормальному закону со средним значением  (2  и Т степенями свободы, где    Т=
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 ni  – количество измерений на i-м участке. 

Бартлетт показал, что величина 
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где
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распределена примерно по закону (2  с k–1 степенями свободы.

Для частного случая, когда количество измерений на всех участках равны, т. е. n1=n2=...=nk
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где с=1+[(k+1)/3k(ni].

Таким образом, проверка гипотезы о постоянстве дисперсии эконометрической модели на интервале (1,Т) состоит в сопоставлении расчетного значения (2, определяемого по формуле (2.51) или (2.53), с табличным значением этого критерия (2*, взятым при заданной доверительной вероятности р* и k–1 степенях свободы. Если оказывается , что (2=(((2*, то гипотеза о постоянстве дисперсии принимается, если (((2*, то рассматриваемую гипотезу следует отвергнуть.

2.
Тестирование автокорреляционной зависимости ошибки.

Проверка выполнимости условия (2.22), свидетельствующего об отсутствии автокорреляционных взаимосвязей в ряду “истинной” ошибки модели (t,  на практике осуществляется путем тестирования ряда значений фактической ошибки et. 

При этом предполагается, как и в случае тестирования условия (2.21), что свойства фактической ошибки в значительной степени соответствуют свойствам ее теоретического аналога. В данном случае имеется в виду характер автокорреляционных взаимосвязей между значениями ошибок в моменты времени t и t–1, t и t–2 и т. д.

Обычно у случайного процесса (если отсутствуют сезонные эффекты) наиболее существенны взаимосвязи между соседними значениями. Это выражается в том, что абсолютное значение его первого коэффициента автокорреляции превосходит аналогичные значения его коэффициентов автокорреляции более высоких порядков. Вследствие этого проверка выполнимости условия (2.22) часто рассматривается как проверка гипотезы о значимости именно первого коэффициента автокорреляции фактической ошибки. Один из таких тестов (по критерию Дарбина-Уотсона) был рассмотрен в разделе (1.4). Этот тест не отличается значительной достоверностью. Область существования его значений содержит достаточно обширную зону неопределенности, в случае попадания расчетного значения критерия Дарбина-Уотсона в которую нельзя сделать однозначный, статистически обоснованный вывод о наличии или отсутствии автокорреляционной связи у рассматриваемого процесса. Вместе с тем математическая статистика разработала большое количество значительно более мощных тестов, которые могут быть использованы в этих целях. Многие из них рассмотрены в главах VI и VII при тестировании свойств временных рядов.

В данном разделе рассмотрены проблемы тестирования наличия или отсутствия автокорреляционных связей путем проверки гипотезы о значимости непосредственно расчетного значения первого коэффициента автокорреляции фактической ошибки et. На первый взгляд, это – наиболее очевидный и прямой путь при проверке гипотезы о наличии автокорреляционной связи в ряду ошибки et. Однако на этом пути исследователю приходится сталкиваться с достаточно сложными проблемами. Дело в том, что закон распределения выборочного коэффициента корреляции по форме достаточно сложен и зависит от абсолютного значения r* и числа измерений Т. При (r(( 0 плотность распределения f(r) симметрична, но с ростом абсолютного значения этого коэффициента она становится резко асимметричной, особенно при небольших значениях Т. Вследствие этого традиционные тесты проверки значимости параметров, использующие предположение о “нормальности” закона распределения их ошибок, в данной ситуации следует применять с определенной осторожностью, особенно в малых по объему выборках.

На практике проверку значимости выборочного коэффициента автокорреляции ошибки  r1  можно провести двумя способами. Во-первых, можно пренебречь погрешностями, обусловленными отличием закона распределения выборочного коэффициента автокорреляции от нормального, тем более, что при r1(0 они не столь значительны. Тогда процедура проверки значимости этого коэффициента сводится к сопоставлению расчетного значения его критерия Стьюдента

                           
[image: image210.wmf]r

r

t

s

=

1

1

          

          

          

          

  (2.54)


с его табличным значением (* (р*, Т–2), взятым при заданном уровне доверительной вероятности р*  и известном числе степеней свободы Т–2. В выражении (2.54) 
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 характеризует среднеквадратическую ошибку выборочного коэффициента корреляции, величину которой приблизительно можно определить на основании следующего выражения:
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Если  окажется, что (r ((*,  то первый коэффициент автокорреляции временного ряда фактической ошибки et можно принять равным нулю, и в этом случае ее автокорреляционные взаимосвязи можно считать статистически несущественными.

Второй способ  оценки значимости коэффициента  r1   с точки зрения математической статистики является более строгим. При его проведении вместо выборочной оценки коэффициента автокорреляции r1 используется его преобразование
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ln
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Фишер показал, что величина z1  распределена приблизительно по нормальному закону с нулевым средним практически при любых значениях r1(1 даже при  не слишком большой выборке. Вследствие этого расчетное значение критерия Стьюдента, используемое при проверке гипотезы о независимости рядов еt  и еt+1, может быть определено по формуле  
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где 

 – среднеквадратическая ошибка переменной z1. В практических расчетах ее можно заменить оценкой, полученной из выражения (2.55).

2.2.3. Оценка дисперсии истинной ошибки модели

На практике вместо дисперсии истинной ошибки ((2, значение которой не известно, используется ее оценка, рассчитываемая на основе фактических значений ошибки еt   согласно следующей формулы (см. (1.32), (2.19)):
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Обоснованность такой замены можно подтвердить, показав, что M[(e2]=((2, т. е. математическое ожидание дисперсии фактической ошибки, определенной на основании известных оценок МНК параметров эконометрической модели, равно дисперсии ее “истинной” ошибки.

Заметим, что векторы значений фактической и “истинной” ошибки связаны следующим соотношением:

e=у –Х(a=Х((+(–Х([(Х(Х)–1(Х(((Х((+()]=

=(–Х((Х(Х)–1(Х(((=[ET –Х((Х(Х)–1(Х(]((=G((,               (2.57)

где ET – единичная матрица размера Т(Т и G=ET–Х((Х(Х)–1(Х( – симметрическая полуопределенная идемпотентная матрица, обладающая согласно ее определению следующим свойством*:

Gk=G, k=2, 3,...                                  (2.58)

Из (2.57) следует, что расчетные значения фактической ошибки еt  линейной эконометрической модели могут быть выражены в виде линейных комбинаций неизвестных значений истинной ошибки (t. В этом случае сумму квадратов значений фактической ошибки можно представить в следующем виде:
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При выводе выражения (2.59) учтено, что G – симметрическая идемпотентная матрица.

Найдем математическое ожидание левой и правой частей выражения (2.59).

M[e(e]= M[((G(]=
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где tr(G)=
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– след матрицы G, представляющий собой сумму ее диагональных элементов (сумму элементов главной диагонали); 
[image: image220.wmf]M

t

[

]

2

e

=((2  – дисперсия “истинной” ошибки модели.

При выводе выражения (2.60) также учтено, что M[(t((j]=0, если  t(j в силу независимости разновременных значений ошибки (t.

След матрицы G может быть определен с учетом свойств этой характеристики. В связи с этим напомним, что:

а)
след арифметической суммы матриц равен сумме следов каждой из них

tr(G)= tr(ET)– tr[Х((Х(Х)–1(Х(];                            (2.61)

б) следы произведений матриц AB и BA равны между собой, естественно при условии, что оба произведения AB и BA матриц A и B существуют.

Тогда, учитывая, что матрица Х(Х  имеет размер (п+1)((п+1), получим

tr[Х((Х(Х)–1(Х(]=tr[(Х(Х)–1(Х(Х]=trEп+1,                  (2.62)

где Eп+1  – единичная матрица размера (п+1)((п+1).

Поскольку в силу формы единичных матриц trET=Т и trEп+1= п+1, то из выражения (2.60) вытекает, что несмещенная оценка дисперсии истинной ошибки модели ((2  определяется на основании следующего выражения:
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2.2.4. Особенности проверки обратимости матрицы Х(Х

Как было отмечено  ранее, при наличии достаточно сильной корреляции между двумя или несколькими переменными хi, i=1,2,..., n,  могут возникнуть трудности, связанные с обращением матрицы Х(Х, следствием которых являются ошибки при определении оценок коэффициентов эконометрической модели. Последствия мультиколлинеарности могут быть разные.

Во-первых, падает точность оценивания, что проявляется в росте дисперсий ошибок коэффициентов модели, возникновении сильной зависимости между ними.

Во-вторых, может быть неправильно определена значимость независимых переменных. Иными словами, ошибки, появляющиеся при обращении плохо обусловленной матрицы Х(Х приводят к тому, что искажается оценка степени влияния независимых факторов на зависимую переменную у. Вследствие этого, некоторые значимые факторы на этапе их отбора сверху могут быть исключены из модели, а незначимые, наоборот, оставлены. 

В-третьих, оценки коэффициентов становятся крайне чувствительными к изменениям исходных данных эконометрической модели. Малейшие изменения значений переменных yt  и хit    или их количества вызывают значительные сдвиги в оценках коэффициентов a0, a1,..., an. В результате этого иногда меняется содержательный смысл модели. Это свидетельствует о ее ненадежности, неадекватности рассматриваемому реальному процессу.

Информация о плохой обусловленности матрицы Х(Х может содержаться в матрице выборочных коэффициентов парной корреляции переменных хi, i=1,2,..., n. Значения, близкие по абсолютной величине к единице у коэффициентов некоторой даже незначительной по количеству группы переменных, уже указывают на возможные трудности, связанные с обращением матрицы Х(Х. Вместе с тем, плохая обусловленность матрицы Х(Х  может иметь место и при относительно небольших значениях парных коэффициентов корреляции ((r (( 0,8) у группы, содержащей достаточно большее число переменных.

Для выявления сильной мультиколлинеарности между независимыми переменными хi, i=1,2,..., n, обуславливающей плохую обратимость матрицы Х(Х, можно использовать специальные тесты.

Простейший из них связан с использованием понятия чувствительности оценок коэффициентов эконометрической модели к незначительному изменению состава исходных данных. Тестирование в этом случае состоит в сопоставлении оценок коэффициентов первоначального варианта модели со значениями коэффициентов модели, построенной на меньшем количестве данных, т. е. при удалении из вектора у и матрицы Х нескольких элементов и строк соответственно с одинаковыми индексами.

Если некоторые из коэффициентов изменились достаточно сильно, то это свидетельствует о плохой обратимости матрицы Х(Х, вызванной значительной мультиколлинеарностью между независимыми факторами модели.

На наличие мультиколлинеарности указывают и высокие значения множественных коэффициентов детерминации, вычисляемых между объясняющими переменными, на основе значений их парных коэффициентов корреляции, объединенных в соответствующую матрицу. Напомним, что множественный коэффициент детерминации Di  определяет уровень линейной связи переменной хi  с набором оставшихся переменных х1, х2,...,  хi–1, хi+,..., хn. Его значение может быть определено на основе следующего выражения:
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где (W ( – определитель матрицы W; Wii  – алгебраическое дополнение матрицы W к элементу с индексами ii, Ri – коэффициент множественной корреляции между переменной хi  и  оставшимся набором переменных.
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Матрица W симметрична, поскольку rij=rji, на ее главной диагонали стоят единицы, поскольку rii (1 и при n переменных она имеет размер n(n, i=1,2,..., n.

Значимость коэффициента детерминации определяется на основании критерия Фишера, величина которого рассчитывается согласно следующей формулы:
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Если некоторые из показателей Fi, i=1,2,..., n будут весьма значительными, т. е. существенно превосходить порог статистической значимости показателя Di, равный табличному значению критерия Фишера F* (Т–1, Т–n, p*), то существуют серьезные основания полагать, что между переменными х1, х2,..., хn  существует сильная корреляционная зависимость.

В заключении данного раздела отметим следующее. В тех случаях, когда проведенные тесты подтвердили выполнимость условий (2.21)–(2.24), процедуру построения линейной эконометрической модели можно считать завершенной. Однако, если хотя бы один из тестов показал отрицательный результат нельзя утверждать, что построенная эконометрическая модель характеризуется высоким качеством. В таком случае необходимо разобраться с причинами невыполнения условий (2.21)–(2.24). Они могут не выполняться из-за неправильного выбора формы модели, неверного состава независимых факторов. В этом случае необходимо вернуться к этапу содержательного анализа проблемы построения модели и еще раз проверить обоснованность использования выбранной функциональной зависимости, состава, входящих в нее переменных, корректность измерения их количественных значений и т. п.

В разделе 2.3 будет, например, показано, что смещенность оценок параметров эконометрической модели может быть обусловлена невключением в модель ряда значимых факторов.

На рис. 2.1 изображены последствия неправильного выбора линейной формы функционала  yt=a0+a1хt  эконометрической модели вместо квадратичной функции yt =b0+b1 хt+b2 хt2.

Несложно заметить, что при линейной форме зависимости между значениями ошибки существует определенная закономерность, т. е. ошибку нельзя будет считать случайной. Она проявляется хотя бы в том, что значения  ошибки линейной модели на каждом из рассмотренных интервалов  имеют одинаковый знак. Ошибка квадратичной зависимости имеет “более случайный” характер.

                               у                    —квадратическая

                                                          зависимость

                                                        

                                                                           линейная 

                                                                          зависимость

                                                                         ошибки модели

      

                          0                                                                           х

Рис. 2.1. Последствия для фактической ошибки неправильно

выбранной формы функционала модели
Вместе с тем, причинами невыполнения условий (2.21)–(2.24) могут быть и специфические свойства рассматриваемых процессов, выражаемых переменными yt   и  хit, i=1,2,..., п; t=1, 2,..., T. В таком случае выход следует искать в использовании более подходящего метода оценки параметров эконометрической модели, более полно учитывающего свойства отображаемых ею процессов. Как правило, такой поиск предполагает определенную модификацию рассмотренного в данной главе “классического” МНК.

Такие модификации, соответствующие различным типам эконометрических моделей, описывающих социально-экономические процессы со специфическими видами взаимосвязей, вызывающих нарушение “канонических” условий МНК (2.21)–(2.24) рассмотрены в последующих главах данного учебника.

2.3. Оценка последствий неправильного выбора состава независимых переменных модели

В данном разделе рассмотрим особенности влияния на качество параметров эконометрической модели ошибок, допущенных на этапе содержательного анализа при выборе состава независимых переменных (факторов). В разделе 2.2.3 было отмечено, что при обосновании модели могут иметь место ошибки двух видов: выбрана неправильная форма функционала f((, xt) и неверно определен состав ее независимых переменных. Такие ошибки называют ошибками спецификации модели – ошибка спецификации формы уравнения модели и ошибка спецификации матрицы Х. Ошибка спецификации первого вида часто приводит к появлению автокорреляционных взаимосвязей во временном ряду фактической ошибки модели еt. Это в определенной степени является свидетельством того, что и ее “истинная” ошибка (t  не обладает  свойствами процесса “белого шума”, поскольку в такой ситуации следует ожидать невыполнение стандартных условий (2.21) и (2.22).

Ошибка спецификации матрицы Х  может быть обусловлена разными причинами. Во-первых, в модель могут быть не включены некоторые “существенные” факторы, во-вторых, включены несущественные факторы. Возможна также комбинация этих причин. Рассмотрим последствия, к которым приводят различные варианты ошибки спецификации матрицы Х.

Предположим, что вместо “истинной” эконометрической модели с матрицей значений независимых факторов Х
у=Х(+(                                    (2.67)

была  сформирована модель с матрицей 
[image: image225.wmf]X
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, отличной от Х,

у=
[image: image226.wmf]X

Ù

(+(,                                   (2.68)

где ( – вектор коэффициентов модели (2.68).

Для модели (2.68) на основе МНК были найдены оценки параметров согласно известному выражению

b=(
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(у.                           (2.69)

где b  – вектор оценки параметров модели (.

Подставив в (2.69) вместо вектора у  правую часть из выражения (2.67), получим

b=(
[image: image230.wmf]X

Ù

(
[image: image231.wmf]X

Ù

)–1(
[image: image232.wmf]X

Ù

(Х(+(
[image: image233.wmf]X

Ù

(
[image: image234.wmf]X

Ù

)–1(
[image: image235.wmf]X

Ù

((.                  (2.70)

Из этого результата непосредственно вытекает, что, если столбцы матрицы 
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 и ошибка модели (2.67) независимы, то

M[b]=G((,                                      (2.71)

где G=(
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 – матрица, столбцами которой являются оценки коэффициентов моделей следующего вида:
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где х it   – значение i-го фактора матрицы X в момент t; i=1,2,...,n; 
[image: image242.wmf]jt

x
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– значение j-го фактора матрицы 
[image: image243.wmf]X
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 в момент t;  j=1,2,...,k. При этом n и k  – количества независимых факторов в матрицах X и 
[image: image244.wmf]X

Ù

 соответственно.

Из выражения (2.71) вытекают следующие результаты:

1.
Предположим, что матрица 
[image: image245.wmf]X
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 отличается от матрицы Х  только отсутствием последних r столбцов. Иными словами,  модель (2.68) отличается от модели (2.67) тем, что в нее не вошли переменные х k+1,t , х k+2,t,..., хnt, где п–k=r – т. е. 
[image: image246.wmf]X
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=[х1, х 2,..., х k], Х=[х1 , х2,..., хk, хk+1,..., хn], где хi =[хi1 ,..., хiT](. В этом случае матрица G будет иметь следующий вид: 


G =     
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)


Заметим, что матрица G размера k(n будет образована объединением единичной матрицы Еk  размера k(k и матрицы Gr размера k(r,  элементами которой являются коэффициенты моделей типа (2.72), в которых в качестве зависимых  переменных   выступают   не   включенные  в  матрицу 
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 факторы х k+1, хk+2,..., хn.  С учетом вида матрицы 
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 очевидно, что

G=[Еk Gr].                                    (2.74)

где
Еk=(
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Подставив матрицу G из выражения (2.74) в выражение (2.71), получим соотношение, связывающее математические ожидания параметров модели (2.68) с “истинными” параметрами модели (2.67)
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Таким образом, оценка j-го коэффициента модели (2.68) оказывается смещенной по отношению к истинному значению j-го коэффициента модели (2.67), j=1, 2,...,k, и величина этого смещения определяется следующим выражением:
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Заметим, что коэффициенты gj,m, т=k+1,..., п; зависят от ковариаций, включенных в модель (2.68) первых k независимых факторов и невключенных в нее последних r независимых факторов модели (2.67), поскольку gj,m=
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 где j=1,2,...,k, т=k+1,..., п.

В самом деле, если в качестве независимых факторов моделей (2.67) и (2.68) использовать центрированные переменные со значениями 
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 (cм. выражение (1.13)), то gj,m=
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 представляет собой числитель ковариации факторов х j   и  х m. 

Смещение оценок коэффициентов (2.70) можно интерпретировать также как перераспределение силы воздействия невключенных факторов на оставшуюся их совокупность.

2.
Предположим, что матрица 
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 образована присоединением дополнительных r столбцов-значений переменных х jt, j=1, 2,..., r,  корреляционно не связанных с переменной уt   (не оказывающих влияние на зависимую переменную). Для облегчения выкладок будем считать, что все переменные рассматриваемых моделей центрированы. В таком случае матрицу 
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, в которой отсутствует единичный столбец, можно представить в следующем виде:
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где (
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 – матрица размера Т(r, образованная значениями переменных 
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. Тогда согласно выражениям (2.69) и (2.74) получим

b=[ b 1, b 2,... b n, b n +1,..., b n +r](=
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где f(()=
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Рассмотрим математическое ожидание вектора b. Поскольку факторы 
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, значения которых образуют присоединенную матрицу (
[image: image267.wmf]X

o
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 и ошибка ( независимы, то       M[
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]=M[bn+1,..., bn+r]=[0,...,0], т. е. вектор оценок коэффициентов при присоединенных факторах является нулевым.

Из этого результата вытекает, что математическое ожидание произведения матриц (
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( и 
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 также образует нулевую матрицу соответствующего размера. Таким образом,

M[(
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С учетом (2.78) матрицу G из выражения (2.77) можно представить в следующем виде:
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                                           0    (
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где Еп – единичная матрица размера п(n, и нулем обозначена матрица размера r(n, состоящая из нулевых элементов.

Полученные результаты свидетельствуют, что оценки коэффициентов эконометрической модели с добавленными несущественными факторами являются несмещенными оценками коэффициентов “истинной” модели. При этом математические ожидания оценок коэффициентов при добавленных факторах равны нулю. Кроме того, присоединенные факторы и основные факторы модели попарно независимы.

Полученные результаты позволяют посмотреть на проблему отбора факторов для эконометрической модели под другим углом зрения. Несущественные факторы должны характеризоваться слабыми (незначительными) корреляционными взаимосвязями с основными независимыми переменными. На это может указать значение коэффициента множественной детерминации между фактором хi  и остальным набором переменных. Если его значение, рассчитанное для i-го фактора согласно выражению (2.54) является незначимым по критерию Фишера (выражение (2.66)), то есть все основания полагать, что этот фактор является несущественным. Однако при этом необходимо быть уверенным, что все остальные факторы способны объяснить изменчивость переменной уt в достаточно полной мере.

2.4. Оценивание параметров эконометрической модели с учетом ограничений

При нахождении оценок параметров линейной эконометрической модели с использованием МНК предполагалось, что их значения не связаны никакими ограничениями. Вместе с тем, исходные предпосылки, лежащие в основе некоторых моделей, описывающих реальные социально-экономические процессы, предполагают, что значения их параметров не могут быть произвольными. Как это будет показано в следующих разделах, часто “содержательными” являются модели только с положительными значениями параметров, Такая ситуация характерна, например, для моделей, описывающих зависимость выпуска продукции от капиталовложений. При их построении предполагается, что влияние капиталовложений любого предыдущего периода на выпуск продукции в текущем периоде может быть только положительным. В этом случае при оценке параметров должны приниматься во внимание естественные ограничения типа

ai(0.                                                     (2.80)

В ряде моделей в качестве исходных допущений выдвигаются определенные соотношения между значениями параметров. Так в классическом варианте производственной функции Кобба-Дугласа (1.17) условие постоянной отдачи от факторов требует, чтобы сумма коэффициентов при них равнялась единице, т. е. a1+a2=1, при сохранении условия (2.80) для каждого из них. Ограничения в виде соотношений между значениями параметров называют линейными. В общем случае они могут быть представлены в векторно-матричной форме записи

R((=r,                                                  (2.81)

где r – известный вектор-столбец, состоящий из k элементов, k(п+1; R – известная матрица порядка k(( п+1). Ее элементы формируются с учетом конкретного вида линейных взаимосвязей между параметрами модели.

Так, например, если в модели предполагается, что (2=(3 и (2+(3+2 (4=2, то вектор r и  матрица R имеют следующий вид:
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В общем случае постановка задачи оценки коэффициентов эконометрической модели с учетом ограничений с критерием минимума суммы квадратов ошибки формулируется следующим образом: найти параметры ai, i=0, 1,..., п, минимизирующие квадратическую функцию следующего вида:
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при ограничениях
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где 
[image: image283.wmf]*

*

i

i

a

a

 и 

 – соответственно нижняя и верхняя границы области существования значений параметра ai.

Заметим, что в постановке (2.82)–(2.84) оценки параметров модели обычно определяются в ходе решения задачи оптимизации (минимизации) квадратической целевой функции при линейных ограничениях с использованием вычислительных процедур итеративного характера. Методы решения таких задач рассмотрены в главе  XI.

Вместе с тем, если принимается во внимание только одно ограничение, выраженное соотношением (2.84), то оценки параметров эконометрической модели могут быть получены в аналитической форме. Рассмотрим процедуру получения такого решения с использованием МНК.

 Требуется определить вектор оценок параметров 
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при ограничении (2.84) с использованием исходных данных, представленных в виде вектора-столбца наблюдаемых (известных) значений зависимой переменной у и матрицы наблюдаемых значений независимых факторов Х. Здесь 
[image: image286.wmf]~
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 означает вектор оценок параметров модели с ограничениями.

Аналитическое решение данной задачи может быть получено с использованием метода множителей Лагранжа. Функция Лагранжа в этом случае записывается в следующем виде:
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где ( – вектор множителей Лагранжа, образованный k элементами (k – количество ограничений).

Условие минимума функции ( по аргументу 
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 имеет традиционный вид
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или
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Умножив правую и левую части выражения (2.88) слева на R((X(X)–1, получим
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Заметим, что 
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Подставив (2.90) в (2.87), получим
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где a, напоминаем, – вектор параметров той же модели, но рассматриваемой без ограничений.

Заметим, что в выражении (2.91) все матрицы и вектора известны, и, таким образом, вектор оценок коэффициентов модели с ограничениями 
[image: image297.wmf]~
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 определяется непосредственно.

Определим традиционным образом вектор ошибки модели с ограничениями:
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Добавив и вычтя в правой части выражения (2.92) слагаемое Xa, получим выражение, связывающее ошибки обоих вариантов моделей в следующем виде:
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Из выражения (2.93) непосредственно следует, что сумма квадратов ошибки модели с ограничениями определяется следующим образом:
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При выводе выражения (2.94) учтено, что X(e=e(X=0 в силу свойства ошибки (2.44).

Вектор ошибок оценок параметров 
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 найдем, подставив в (2.91) вместо вектора a выражение 
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где Р – матрица, определенная следующим выражением:
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Таким образом,

(
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является вектором ошибок оценок параметров линейной эконометрической модели с учетом наложенных на них ограничений в вида равенств (типа (2.84)).

Поскольку M[Р
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(M[(]=0, то при отсутствии корреляционных взаимосвязей между переменными хit  и ошибкой (t  полученные оценки 
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 являются несмещенными, т. е. 
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Их ковариационная матрица определяется следующим выражением:
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С учетом вида матрицы  Р (см. (2.96)) также несложно доказать справедливость следующего равенства* :

Р
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В результате ковариационная матрица оценок параметров линейной эконометрической модели с учетом наложенных на нее ограничений в виде равенств (
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В практических исследованиях, как и ранее, дисперсия “идеальной” модели 
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 рассчитанной с использованием фактических значений ошибки 
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 согласно известной формуле
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На основании выражения (2.94) несложно оценить также “потери” в точности аппроксимации известных значений зависимой переменной уt, t=1,2,...,T; при использовании эконометрической модели с ограничениями на параметры вместо модели без таких ограничений. Подставляя в (2.94) вместо разности оценок 
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Левая часть выражения (2.102) представляет собой разницу между суммами квадратов ошибок моделей с ограничениями на параметры и без ограничений.

2.5. Метод максимального правдоподобия

2.5.1. Предпосылки метода максимального правдоподобия

Достаточно широкое распространение при оценке параметров моделей получил и метод максимального правдоподобия, базирующийся на критерии (принципе), согласно которому оптимальные оценки параметров обеспечивают максимум так называемой “функции правдоподобия”. Эта функция может быть интерпретирована как условная плотность совместного распределения (((|y, х) п+1-го неизвестного параметра модели (0, (1,... (n  при заданных исходных значениях зависимой переменной yt   и независимых факторов хit, i=1,..., п; t=1,..., Т, с учетом того, что эти переменные взаимосвязаны между собой эконометрической моделью с функционалом f((, x) в общем случае. Оптимальные оценки a0*, a1*,..., an*  параметров этого функционала характеризуются в такой ситуации максимальной вероятностью, равной значению функционала правдоподобия в точке (п+1)-мерного пространства оценок с координатами a0*, a1*,..., an*. Такие оценки и называют оценками максимального правдоподобия.

При их нахождении обычно учитывается, что каждому набору значений оценок параметров соответствуют свои собственные ряды расчетных значений зависимой переменной 
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 и фактической ошибки модели еt, это позволяет сформировать функцию правдоподобия на основе плотности совместного распределения значений ошибки модели (t   в моменты t=1,2,...,  Т, и оценки максимального правдоподобия находить, максимизируя эту функцию.

В целом, в основе ММП лежат следующие рассуждения.

1. Выбранная модель адекватна процессу изменения (распределению) зависимой переменной yt , в том смысле, что ее форма и состав факторов “правильно” выражают причинно-следственные связи, определяющие его закономерности. Таким образом, истинная ошибка (t  является ”абсолютно” случайной переменной. Ее закон распределения выражает закон распределения значений yt   относительно расчетных значений
[image: image328.wmf]t
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, рассматриваемых при известных значениях параметров (0, (1,..., (n, как выборочные математические ожидания M[yt]=
[image: image329.wmf]t
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=(0+(1х1t+...+(nхnt . Отклонение значения yt  от его математического ожидания объясняется влиянием на этот процесс каких-либо случайных воздействий, которые невозможно учесть в рамках данной модели и т. п.

2. Закон распределения значений yt  известен. Чаще всего выдвигается естественное  предположение о его нормальном характере. Плотность условного совместного распределения значений yt   при известных значениях независимых факторов хit определяется следующим выражением: ( (yt  хt )( N (
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 – дисперсия значения yt , определяемая относительно его математического ожидания 
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.

Для совокупности случайных величин yt, t=1, 2,..., T этот закон можно выразить путем задания их совместной плотности распределения, в общем случае имеющей следующий вид:

( (y1 ,..., yТ   / Х )= N (M[y ], (y),                     (2.103)

где M[y ] – вектор математических ожиданий наблюдаемых значений y1,..., yТ, (y – ковариационная матрица значений yt, определяемая следующим выражением:


(y  =  
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где значения 
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 следует интерпретировать как дисперсии и ковариации случайных переменных yt и yt  и yt+j  соответственно*.

В “классическом” варианте ММП в отношении зависимой переменной yt  выдвигается предположение о независимости распределений значений yt, рассматриваемых в разные моменты времени t=1, 2,..., T,  и о постоянстве их разновременных дисперсий относительно математических ожиданий 
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В этом случае матрица  (y имеет следующий вид:


(y = 

 ( Е = 
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где 
[image: image339.wmf]2
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– постоянная дисперсия переменных y1,..., yT; Е – единичная матрица Т(Т.

3. Функция плотности закона распределения ошибки (t  эквивалентна функции плотности закона распределения переменной yt , т. е. ( ((t )=( (yt ), и в общем случае (((t )(N(0, (( ).

Данное предположение вытекает из того факта, что производные ошибок по соответствующим значениям yt  равны 1, т. е. 
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, а производные ошибок по разновременным значениям yt–j   равны нулю, j=1,2,..., т. е. 
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. Это непосредственно устанавливается прямым дифференцированием  
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  выражения          уt =(0+(1 х1t +...+(n хnt +(t  в предположении, что (i  и уj  независимы при i(j. Напомним, что плотность закона совместного распределения значений уt    (условного распределения) взаимосвязана с плотностью закона совместного распределения ошибки (t, t=1, 2,..., T  следующим образом:

( (y / Х )=( (()((((/(y(,                            (2.106)

где  (((/(y(– якобиан перехода от переменной ( к y, рассчитываемый как абсолютное значение следующего определителя:

((/(y = 
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В соответствии с тем, что 
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, i(j, получаем, что ((/(y=1 и ((y /Х )=( (().

Из этого факта вытекает, что соответствующие плотности распределения ошибки (  имеют следующий вид:

 ( ((t )(N(0, 
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( ((1,..., (T ) = N (0, ((), ((= (y,                  (2.107)

С учетом (2.107) условия независимости разновременных переменных уt   и постоянства их дисперсий переходят в соответствующие условия для разновременных значений ошибки (t  и тогда   вместо выражения (2.105) можно записать

(y=((=((2(Е.                                     (2.108)
Выражение (2.108) c учетом свойства M[(]=0 определяет истинную ошибку модели  (t  как  процесс “белого шума”, т. е. как стационарный процесс с постоянным (нулевым) математическим ожиданием (M[(t]=уt–M[уt]=0), постоянной, независящей от времени дисперсией (
[image: image349.wmf]t

e

s

2

=
[image: image350.wmf]2

s

Ù

) и нулевыми ковариационными (корреляционными) связями между ее разновременными значениями (t  и (t– 1, (t  и  (t–2 и т. д.

В основе метода максимального правдоподобия лежит исходное предположение о том, что “лучшим” оценкам a0*, a1*,..., an* “истинных” значений параметров эконометрической модели (0, (1,..., (n   должен соответствовать наиболее вероятный набор “фактических” значений ошибки е1*, е2*,..., еT*, рассматриваемых как “своего рода оценки” ее истинных значений (1, (2,..., (T   и поэтому удовлетворяющих вышеприведенным предположениям.

Таким образом, максимум произведения р(е1)(р(е2)(...(р(еТ) соответствует наиболее вероятному сочетанию значений (t, t=1, 2,..., T, обеспечиваемому “наилучшими” оценками параметров модели. При этом имеется в виду, что для произвольного набора значений фактической ошибки е1, е2,..., еT  произведение вероятностей р(е1)(р(е2)(...(р(еТ ) в данном случае выражает вероятность совместного распределения их значений, соответствующих определенному набору оценок параметров a0, a1,..., an. 

С учетом этого, решение задачи оценки параметров линейной эконометрической модели типа (1.2) может быть получено в результате максимизации целевой функции следующего вида:
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по неизвестным параметрам (0 , (1  ,..., (n  и ((2 при заданных массивах исходных данных, выражаемых вектором известных значений зависимой переменной уt  и матрицей значений независимых факторов Х размера Т((п+1). 
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в которой столбец, состоящий из единиц, соответствует коэффициенту модели (0. 

2.5.2. Процедура получения оценок максимального правдоподобия

Целевая функция типа (2.109) называется функцией максимального правдоподобия. Несложно заметить, что оптимальные значения оценок параметров a0*, a1*,..., an* и дисперсии фактической ошибки (e2, соответствующие ее максимуму, должны обеспечивать и максимум ее логарифма. Иными словами, при определении значений этих оценок можно решать задачу максимизации 
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 В таком случае в условиях независимости разновременных ошибок (t  и (t–i
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Не принимая во внимание первое постоянное слагаемое в правой части выражения (2.111), заметим, что оптимальные значения a0*, a1*,..., an*  и (e2    в этом случае могут быть найдены путем решения следующей системы из п+2-х дифференциальных уравнений в частных производных по этим параметрам:
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Для получения более компактной векторно-матричной формы записи решения системы (2.112) представим линейную эконометрическую модель  в векторно-матричной форме:

у=Х((+(,                                    (2.113)

где вектор у  и матрица Х определены выражением (2.110) и вектор ошибки (  имеет такой же вид, как и вектор у; вектор параметров (=((0, (1,..., (n)(.

На основании (2.113) вектор ошибки можно представить в следующем виде:

(=у –Х((,                                     (2.114)

и последнее слагаемое в выражении (2.111) записать как скалярное произведение вектора ошибки строки на ее столбец. С учетом этого выражение (2.111) приобретает следующий вид:
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Дифференцируя выражение (2.115) по неизвестному вектору параметров ( и по неизвестной дисперсии ошибки ((2, получим следующую векторно-матричную форму записи системы (2.112):

(l/(( = 
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Поскольку ((2(0, из первого уравнения системы (2.116) непосредственно получаем вектор оценок ММП коэффициентов линейной эконометрической модели в следующем виде:

a*=a=(Х(Х )–1(Х((у,                            (2.117)

а из второго – оценку ММП дисперсии  ошибки эконометрической модели:

(е2 = 
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Заметим, что выражение (2.117)  ничем не отличается от своего аналога (2.8), полученного с использованием МНК, а  оценка дисперсии ошибки модели, полученная на основании выражения (2.118), является смещенной. Вследствие этого на практике используют несмещенную оценку дисперсии, определяемую следующим образом*:
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Известно, что оценки параметров, полученные с использованием ММП, обладают свойством состоятельности** :

plim(a)=(,

plim((e2)=((2,

имеют асимптотически нормальное распределение и асимптотически эффективны,


                                        a                                 (                   (
                                                                            

 N              , I –1                            ,

                          (e2                                              ((2                        ((2
где 
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 – символ асимптотического приближения, в данном случае закона распределения вектора-столбца оценок к закону нормального распределения с параметрами – их математическими ожиданиями  ((,((2)( и ковариационной матрицей I–1((,((2)(, обратной так называемой информационной матрице этих параметров. 

Заметим, что состоятельность оценок ММП следует из совпадения с оценками МНК, которые, как было показано в разделе 2.1.2, являются состоятельными. Асимптотические свойства оценок ММП также определяются стремлением к нулю их дисперсий с ростом числа измерений, что следует из свойств элементов матрицы I–1((,((2).

Напомним, что I (z) – информационная матрица случайного вектора z, определяется следующим образом:

I (z)= – M[(2l/( z ( z(],                          (2.120)

где матрица  (2l/(z(z( имеет следующий вид:


(2l/( z ( z( =   
[image: image365.wmf]¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

l

z

l

z

z

l

z

z

l

z

z

l

z

l

z

z

l

z

z

l

z

z

l

z

k

k

k

k

k

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

          

  (2.121)


и в нашем случае k=n+2 и z1=a0,..., zk– 1=an , zk  =((2.

Выполнив двойное дифференцирование выражения (2.116) по вектору (  и ((2, получим

(2l/(((((=–Х(Х/((2 ; –M[(2l/(((((]=–Х(Х/((2 ;

(2l/(((((2=–Х((/((4; –M[(2l/(((((2]=0.

Последнее равенство выполняется в силу предполагаемой независимости значений факторов хit (столбцов матрицы X) и ошибки (, являющейся “белым шумом”.

(2l/((((2)2=T/2((4–(((/((6; –M[(2l/((((2)2]=T/2((4, поскольку M[(((]=T(((2.

Таким образом, информационная матрица вектора ((, ((2)( определяется следующим выражением: 

I  
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а ковариационная матрица этого вектора имеет следующий вид:

I–1  
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где 
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(Х(Х)–1   – представляет собой ковариационную матрицу вектора оценок параметров (, а 
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 – дисперсию дисперсии модели ((2.

Из выражения (2.123) вытекает, что ковариационная матрица вектора оценок параметров линейной эконометрической модели (1.2) имеет следующий вид:

Cov(a)=((2 ((Х((Х)–1=(a((e2 ((Х((Х)–1.                 (2.124)

В выражении (2.124) учтено, что на практике оценка дисперсии истинной ошибки ((2  может быть заменена ее оценкой (e2, определенной согласно выражению (2.119) с использованием “фактических” значений ошибки et .

Из выражения (2.124) непосредственно следует, что дисперсии оценок параметров линейных эконометрических моделей 
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, определенных по ММП, являются диагональными элементами матрицы  (e2((Х((Х)–1. Напомним, что среднеквадратические ошибки этих параметров (
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) используются при определении значимости факторов модели (см. выражение (1.25)).

Таким образом, из результатов раздела 2.5 вытекает, что при предположении о нормальном законе распределения ошибки эконометрической модели и ее свойствах, определенных выражениями (2.20)–(2.24), оценки ее коэффициентов, полученные с использованием методов максимального правдоподобия и наименьших квадратов совпадают. Аналогичное совпадение отмечается и у ковариационных матриц этих оценок. Несложно показать, что в этих условиях у МНК и ММП совпадают также оценки параметров эконометрических моделей, полученные при ограничениях на их значения (см. выражение (2.91)).

Если же ошибки модели распределены по другому закону (например, Гаусса с тяжелыми хвостами, Стьюдента и т. п.), то вообще говоря, выражения для оценки коэффициентов, полученные на основе ММП, будут отличаться от их аналогов, полученных с использованием МНК.

Вопросы к главе II
1. Каковы предпосылки «классического» метода наименьших квадратов (МНК)?

2. В чем суть МНК?

3. Приведите формулы расчета оценок коэффициентов линейной модели по МНК?

4. Какими свойствами обладают МНК-оценки классической линейной эконометрической модели?

5. Перечислите свойства фактической ошибки эконометрической модели.

6. Каким образом тестируется условие постоянства дисперсии ошибки модели?

7. Каким образом проверяется наличие автокорреляции  ошибок модели?

8. Как оценивается дисперсия истинной ошибки модели?

9. Каковы последствия мультиколинераности факторов?

10.  Как проверяется обратимость матрицы Х(Х?

11.  Каковы последствия неправильного выбора состава независимых переменных модели?

12.  Каковы особенности оценивания параметров с учетом наложенных ограничений?

13.  Перечислите предпосылки метода максимального правдоподобия (ММП)?

14.  Опишите процедуру получения оценок параметров эконометрической модели с помощью ММП.

15.  Какими свойствами обладают ММП-оценки параметров?

16.  Каким образом оценивается дисперсия истинной ошибки модели?

Упражнения к главе II
Задание 2.1
Для 13 клиентов спортивного отдела магазина зафиксирована сумма покупки хt (в у. е.) и время разговора с продавцом yt  (в мин.). Данные представлены в табл. 2.1.

Таблица 2.1
	хt
	40
	50
	60
	80
	100
	110
	120
	130
	150
	160
	180
	200
	310

	yt
	14
	14
	17
	19
	17
	20
	24
	22
	25
	24
	18
	20
	26


Требуется:

1.
Оценить с помощью МНК параметры линейного регрессионного уравнения, предположив, что переменная “длительность разговора с продавцом” объясняется переменной “величина покупки”.

2.
Оценить с помощью МНК параметры линейного регрессионного уравнения, предположив, что переменная “величина покупки” объясняется переменной “длительность разговора с продавцом”.

3.
Нарисовать диаграмму рассеяния величин (хt, yt) и обе линии регрессии. Объяснить, почему, если поменять экзогенную и эндогенную переменные местами, как правило, получаются различные уравнения регрессии.

Задание 2.2

Имеется классическое линейное однофакторное уравнение регрессии, параметры которого оценены обычным МНК,
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 Требуется:

1.
Доказать, что сумма остатков равна нулю:
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2.
Доказать, что 
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, среднее значение наблюдаемой зависимой переменной равно среднему значению ее оценок, рассчитанных по уравнению регрессии. 

3.
Доказать, что
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4.
Доказать, что
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5.
Доказать, что
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6.
 Показать, что
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т. е. коэффициент детерминации равен квадрату коэффициента корреляции между переменными хt   и уt.

7.
Показать, что 
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8.
Показать, что


[image: image382.wmf]t

t

T

t

t

T

t

t

T

e

y

y

a

x

x

2

1

2

1

1

2

2

1

=

=

=

å

=

-

å

=

-

å

(

)

(

)

.

_

_


Задание 2.3
Имеется  линейное однородное однофакторное уравнение регрессии yt=( хt+(t  (t=1,..., Т).

Требуется:

1.
Вывести формулу МНК для расчета определения оценки a  регрессионного параметра (.

2.
Покажите, что оценка a, полученная МНК, является несмещенной оценкой параметра (.

3.
Определите дисперсию оценки a.

Задание 2.4
Исследуется зависимость затрат на рекламу у от годового оборота х в некоторой  отрасли. Для этого собрана информация по Т=20 случайно выбранным предприятиям этой отрасли о годовом обороте хt  и соответствующих расходах на рекламу yt (в млн. руб.). Из выборки получены следующие данные:
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 Предполагается, что зависимость yt   от хt  описывается следующим уравнением: yt  =(0+(1 хt+(t    (t=1,..., 20). 
Требуется:

1.
Оценить параметры (0   и (1 с помощью  МНК.

2.
Оценить дисперсию ((2 “истинной” ошибки (t. 

3.
Оценить дисперсии оценок a0   и a1 и их ковариацию.

Задание 2.5

Для данных задания 2.3 установлено, что “истинная” ошибка распределена нормально.

Требуется:

1.
 Определить 95%-е доверительные интервалы для параметров регрессии (0   и (1.

2.
Проверить, можно ли утверждать, что с вероятностью 95%  (0 ( K0  ((1 ( K1, где K0 и K1   – доверительные интервалы соответственно параметров (0  и (1, построенные в п. 1.

3.
Определить  95%-й доверительный интервал для дисперсии “истинной” ошибки (t.

Задание 2.6
Для анализа зависимости целевой переменной у от объясняющей переменной х получена выборка, состоящая из Т=50 наблюдений, и определены следующие показатели: 
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 В основу исследования положена классическая линейная однофакторная модель нормальной регрессии yt  =(0+ (1 хt +(t    (t=1,..., 50). 
 Требуется проверить следующие гипотезы:

1.
H01: (1 ((10 =1 при уровне значимости (=0,05.

2.
H02: (0 ((00 =50 при уровне значимости (=0,05.

3.
H03: (( 2 ((0 2  =25 при уровне значимости (=0,05.

Задание 2.8

Имеется нелинейное однофакторное уравнение регрессии
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Требуется:

1.
С помощью МНК оценить параметр регрессии (.

2.
Рассмотреть линейное однофакторное уравнение y(t=((хt+(t, где y(t=1/yt  и (( =1/(, и  установить, какое соотношение существует между случайными ошибками (t  и (t.

3.
 С помощью МНК рассчитать оценку a(  параметра регрессии ((  и сравнить ее с оценкой из п. 1.

4.
На основе трех пар наблюдений (хt, yt) – (4; 2,5); (2; 5); (10; 1;25) – показать, что оценки из пп. 1 и 3 в общем случае не совпадают.

Задание 2.9
Имеется выборка, состоящая из Т=6 пар наблюдений (хt, уt): (2,0; 0,0); (2,5; 0,5); (3,0; 1,0); (4,0; 1,0); (4,5; 0,5) и (5,0; 0,0), которая характеризует особый случай представления данных.

Требуется:

1.
Нарисовать диаграмму рассеяния и выяснить, о каком особом случае идет речь.

2.
Построить регрессионное уравнение для этого случая и прокомментировать его.

3.
Рассчитать коэффициент детерминации и проинтерпретировать его.

4.
 Определить, что изменится, если принять, что первые три и последние три пары значений относятся к разным генеральным совокупностям.

Задание 2.10
Рассмотрим линейную однофакторную регрессионную модель, в которой экзогенные переменные принимают только два значения 0 и 1, т. е. являются индикаторами.

Требуется:

1.
Определить общий вид уравнения регрессии.

2.
Для 30-летних коммерсантов с высшим образованием объяснить уровень месячного дохода с помощью переменной “пол”, если для 6 случайно выбранных женщин месячные доходы составляют 3750, 3910, 4230, 3890, 4090, 4130, а для 6 случайно выбранных мужчин – 4850, 3950, 4210, 5580, 5170 и 4740. Построить соответствующее уравнение регрессии.

Задание 2.11
Имеется линейная классическая нормальная модель множественной регрессии

yt  = (0 + (1 х1t +...+(n хnt +(t. 

Требуется:

1.
Рассмотреть функцию плотности распределения вектора “истинной” ошибки ( и показать, что из того, что вектор ( имеет нормальное Т-мерное распределение, следует, что отдельные ошибки (t  (t=1,2,...,Т) являются независимыми друг от друга и нормально распределенными с параметрами M[(t]=0 и D[(t]=((2 .

2.
Определить, как распределен вектор эндогенных переменных y, и какова функция плотности распределения этой переменной.

3.
 Показать, что вектор оценок a, полученный обычным МНК, является оценкой максимального правдоподобия для (.  

4.
Определить, как распределен вектор оценок a, и какова функция плотности распределения этого случайного вектора.

Задание 2.12
Имеется классическая линейная модель множественной регрессии, записанная в отклонениях, 
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где 
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 (t*– стохастическая ошибка.

Требуется:

1.
Показать, что  форма этой модели эквивалентна форме классической линейной модели множественной регрессии 

yt  = (0 + (1 х1t +...+(n хnt + (t.

2.
Определить вектор оценок параметров a*  =( a1* ,..., an* )(.   
3.
Построить ковариационную матрицу вектора оценок a*.

Задание 2.13

Имеется классическая линейная модель множественной регрессии, записанная в отклонениях, 
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Требуется:

1.
Показать, что для значений a(0) =( a1 ,..., an )( выполняется следующее соотношение:

a(0) =( Х*( Х*)–1 Х*(( у*.

2.
Показать, что значение может быть определено по следующей формуле: 
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где 
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Задание 2.14
Экзогенные переменные линейного уравнения множественной регрессии претерпевают следующие преобразования:




где c1i(R, c2i (0,  i=1,..., n.

Требуется:

1.
Показать, что МНК-оценки параметров регрессии a(0)p=(a1p,..., anp)( после таких преобразований определяются по следующим формулам:





где 
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2.
Показать, как изменятся МНК-оценки a(0)=(a1,..., an)(, если от исходных экзогенных переменных перейти к стандартизованным переменным.

3.
Показать, что для ковариационной матрицы вектора оценок a(0)p   выполняется следующее соотношение:

Cov(a(0)p) = C2 ( Cov(a(0)).

4.
Показать, что в результате такого линейного преобразования не меняется оценка дисперсии ошибки.

Задание 2.15

Изменение спроса на некоторое благо (у) у домашних хозяйств определенной структуры можно объяснить с помощью цены этого блага (х1) и дохода домохозяйства (х2). Соответствующая информация представлена в табл. 2.2.

Таблица 2.2
	yt
	31,4
	30,4
	32,1
	31,0
	30,5
	29,8
	31,1
	31,7
	30,7
	29,7

	х1t
	4,1
	4,2
	4,0
	4,6
	4,0
	5,0
	3,9
	4,4
	4,5
	4,8

	х2t
	1050
	1010
	1070
	1060
	1000
	1040
	1030
	1080
	1050
	1020


Требуется:

1.
Оценить с помощью МНК параметры линейного двухфакторного уравнения

yt  = (0 + (1 х1t +(2 х2 + (t
и интерпретировать оценки.

2.
Оценить дисперсию ошибки ((2.

3.
Рассчитать оценку математического ожидания 

при х1=5,5 и х2=980. 

Задание 2.16
Изменение спроса на некоторое благо (у) у домашних хозяйств определенной структуры можно объяснить с помощью цены этого блага (х1) и дохода домохозяйства (х2). Соответствующая информация представлена в табл. 2.2. (см. задачу 2.15).

Требуется:

1.
Построить однофакторные уравнения спроса у  от цены (х1) и от дохода (х2). Оценить с помощью МНК параметры этих уравнений.

2.
Сравнить оценки параметров из п. 1 с соответствующими оценками из задачи 2.15 п. 1. Кроме того, определить с помощью каждого из уравнений регрессии прогнозные значения математического ожидания целевой переменной 

при х1=5,5 и х2=980. Сравнить эти значения с прогнозным значением из решения задачи 2.15 п.3. Какое прогнозное значение предпочесть? 

Задание 2.17
На основании данных из задания 2.15 построено двухфакторное уравнение регрессии. Установлено, что ошибки (t   этого уравнения имеют нормальное распределение.

Требуется:

1.
Определить одномерные 95%-е доверительные интервалы для параметров регрессии (0, (1   и  (2.

2.
Определить 95%-й доверительный интервал дисперсии ошибки ((2.

Задание 2.18
На основании данных из задания 2.15 построено двухфакторное уравнение регрессии. Установлено, что ошибки (t   этого уравнения имеют нормальное распределение.

Требуется:

1.
Для уровня значимости (=0,01 проверить гипотезы   H00:(0=(00=12,0; H10: (1=(10=–1,5; H20: (2=(20=0,01.

2.
Для уровня значимости (=0,01 проверить гипотезу   H0:((2=(02=0,01.

Задание 2.19
На основании данных из задания 2.15 с помощью МНК построено двухфакторное уравнение регрессии. Установлено, что ошибки (t   этого уравнения имеют нормальное распределение.

Ранее было проведено исследование, которое дало для параметров регрессии следующие оценки: (00=13,311; (10=–1,4896 и (20=0,022998.

Требуется  при уровне значимости (=0,025 проверить гипотезу, что структура модели не изменилась.

Задание 2.20
Для линейного уравнения множественной регрессии определен коэффициент детерминации D.

Требуется:

1.
Показать, что для D выполняется следующее:




2.
Показать, что для D также выполняется соотношение




где 


Задание 2.21
Для линейного уравнения множественной регрессии определен коэффициент детерминации D.

Требуется:

1.
Показать, что  D равен квадрату коэффициента корреляции пары значений 


2.
Показать, что  D   не меняется, если переменные  у и х1,..., хn   претерпевают линейные преобразования.

Задание 2.22
Для уравнения линейной множественной регрессии определены корреляционный вектор r, корреляционная матрица Q и коэффициент детерминации D.

Требуется:

1.
Показать, что 




где 
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2.
Показать, что




3.
Показать, что




Задание 2.23
В табл. 2.3 представлена информация о Т=10 значениях двух объясняющих переменных x1, x2  и целевой функции y.

Таблица 2.3
	x1t
	10,3
	18,5
	16,3
	22,5
	10,5
	16,8
	14,0
	19,1
	13,0
	18,0

	x2t
	2,5
	8,6
	3,7
	6,5
	7,8
	9,1
	1,9
	2,7
	3,0
	5,2

	Y
	24,8
	48,3
	37,0
	51,8
	29,1
	43,0
	30,1
	41,0
	29,1
	40,1


Tребуется:

1.
Оценить с помощью МНК параметры линейного двухфакторного уравнения регрессии

yt  = (0 + (1 х1t +(2 х2 + (t.

2.
Рассчитать значение коэффициента детерминации D и интерпретировать его.

3.
Определить корреляционный вектор r и корреляционную матрицу Q.

4.
Проверить для этого примера равенство 


5.
Определить скорректированный коэффициент детерминации 

 и сравнить его со значением обычного коэффициента детерминации D.

Задание 2.24
В табл. 2.4 представлена информация о Т=10  парах наблюдений объясняющей переменной x  и целевой переменной у.

Таблица 2.4
	x
	15,8
	8,4
	14,5
	8,6
	11,8
	19,5
	21,4
	4,7
	9,8
	13,5

	у
	18,3
	10,1
	16,9
	11,4
	14,9
	19,9
	22,8
	7,8
	10,3
	16,6


Требуется:

1.
С помощью МНК оценить параметры линейного однофакторного уравнения регрессии

yt  =(0+ (1 хt +(t                      (t=1,..., Т) . 

2.
Проверить при уровне значимости (=0,025 гипотезу, что (0=2(1.

3.
Определить оценки параметров уравнения с учетом априорной информации, что (0 =2(1.

4.
Построить точечные прогнозы целевой переменной при х=30,0 по уравнениям, оцененным без учета и с учетом априорной информации.

Задание 2.25
Имеется априорная информация о гомогенности линейного однофакторного уравнения регрессии:

yt  =(0+ (1 хt +(t ,         (t=1,..., Т)                

т. е. (0=0.

Требуется:

1.
Оценить параметры уравнения с учетом априорной информации и сравнить полученные оценки с решением задачи 2.3 п.1.

2.
Определить ковариационную матрицу вектора оценок параметров.

ГЛАВА III. МЕТОДЫ ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ C НЕСТАНДАРТНЫМИ ОШИБКАМИ

В данной главе рассматриваются основные подходы к оценке коэффициентов эконометрических моделей, свойства которых отличаются от “стандартов”, определенных в главе II условиями (2.21)–(2.23). Иными словами, у “нестандартной” ошибки ее ковариационная матрица может быть отлична от диагональной матрицы Cov(()(((2(Е, что является следствием существования корреляционных взаимосвязей между ее разновременными значениями на интервале (1, Т), дисперсия ошибки может не обладать свойством постоянства, ((2(const (гетероскедастичность ошибки) или ошибка ( может быть связана с одной или несколькими независимыми переменными эконометрической модели хi.

Первый случай (наличия автокорреляционных взаимосвязей в ряду ошибки (t, t=1,2,..., Т) формально может быть выражен следующим условием:

                         Соv(()=(=((2((, ((Е,                          (3.1)

где  ( – ковариационная матрица ошибок модели; ( – матрица коэффициентов автокорреляции модели, отличная от единичной; ((2=const.

В общем случае матрица ( может быть представлена в  следующем виде:


                    ( =  
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где, напомним, что (k – коэффициент автокорреляции рядов ошибки (t  и  (t–k, k-го порядка, значение которого рассчитывается для k=1,2,... по формуле:
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Во втором случае ковариационная матрица ошибки имеет следующий вид:

   Сov(()=(= 
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где формально (12((22 (...((Т2, т. е. дисперсия ошибки не постоянна, а    ((2 – постоянный множитель, (t – переменные коэффициенты, t=1,2,..., Т. Выражение (3.4) характеризует свойство ошибки, известное в эконометрике как гетероскедастичность остатков. Иными словами, ряд ошибки характеризуется нестационарностью второго порядка, т. е. непостоянством второго центрального, а, значит, и начального моментов на интервале (1,Т), в то время как первый момент – математическое ожидание ошибки – принимает на этом интервале постоянное значение, равное нулю.

В эконометрических исследованиях теоретически возможна ситуация, когда оба рассмотренных случая встречаются одновременно, т. е. когда в ряду ошибки имеются автокорреляционные зависимости и ее дисперсия непостоянна.

Третий случай характеризуется нарушением условия (2.23), что означает отличие от нуля ковариации хотя бы одной независимой переменной хi  и ошибки модели (  или, что то же самое, отличие от нуля их парного коэффициента корреляции, cov(хit, (t)(0,


Нарушение условий (2.21) и (2.22) приводит к тому, что оценки коэффициентов эконометрических моделей, полученные на основе “классических” методов МНК и ММП, теряют некоторые свои “качества”. Прежде всего это относится к свойству эффективности оценок, полученных при ограниченных объемах выборки. 

Нарушение условия (2.23), как это следует из выражения (2.10), приводит к потере оценками коэффициентов модели свойства несмещенности. Заметим, что если условия (2.21)–(2.23) не выполняются при Т((, то оценки коэффициентов не обладают свойствами асимптотической эффективности и несмещенности (состоятельности). 

Такая ситуация, в свою очередь, заставляет эконометриков искать определенные подходы, приемы получения “качественных” оценок параметров эконометрических моделей и при свойствах их ошибок, отличных от тех, которые были определены стандартными условиями (2.21)–(2.23).

Данные подходы и приемы обычно базируются на так называемых обобщенных методах оценивания – обобщенном МНК (ОМНК) и обобщенном ММП (ОММП), на использовании при получении оценок параметров моделей так называемых “инструментальных переменных”. Рассмотрим особенности этих подходов более подробно.

3.1. Обобщенные методы оценивания параметров эконометрических моделей

3.1.1. Обобщенный метод наименьших квадратов

Рассмотрим основные последствия нарушения условия (2.21) для оценок параметров эконометрической модели, полученных с использованием “классических” методов оценивания, например, МНК. 

Как было показано в разделе 2.1, применение обычного МНК для определения коэффициентов эконометрической модели при условии  ((((2(Е  в этом случае приводит к  следующим результатам (см. выражения (2.9) и (2.15)):

–
оценка вектора параметров модели является случайной величиной, которую можно представить в следующем виде:

a=(+(X(X)–1X(((;                        (3.5)

– ковариационная матрица этих оценок определяется следующим выражением:

Cov(a)=(X(X)–1X((X(X(X)–1=((2(X(X)–1X((X(X(X)–1(((2(X(X)–1.(3.6)

Из выражений (3.5) и (3.6), в частности, вытекает, что вектор а является несмещенной оценкой вектора истинных значений параметров эконометрических моделей ( и в случае конечных объемов выборки детерминированных исходных данных (Т – конечно) и асимптотически несмещенной оценкой при стохастических исходных данных, поскольку в этих случаях при соблюдении условия M[(|x]=0 имеем M[а]=Mx[M[а|x]]=(  (см. выражение (2.36)).

Однако из (3.6) также следует, что при конечных объемах выборки оценки, найденные с использованием обычного МНК, являются неэффективными. При этом отметим, что неравенство (3.6) обусловлено не только различиями матриц (X(X)-1X((X(X(X)–1 и (X(X)–1, но и тем обстоятельством, что используемая на практике оценка дисперсии модели ((2



может быть смещенной в силу существующих зависимостей в ряду ошибки (между разновременными значениями ошибки).

Вместе с тем можно показать, что при Т(( оценки обычного МНК и в этих условиях при выполнении некоторых предположений являются состоятельными и асимптотически эффективными. Для этого перепишем выражение (3.6) в следующем виде:

Cov (a) =
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Из (3.7), в частности, вытекает, что элементы матрицы Cov(a)(0, и вектор a является состоятельной оценкой вектора (  при Т((, если в этом случае матрицы 
[image: image400.wmf]C

C

'

,

T

  

 
[image: image401.wmf]C

SC

'

T

 являются конечными и положительно определенными.

Можно показать, что эти предположения выполняются, если

а) наименьший характеристический корень матрицы (X(X) неограниченно возрастает при Т((, что влечет за собой выполнение условия:

plim(X(X)–1=0;

б) наибольший характеристический корень матрицы ( ограничен по величине для всех Т. 

В частности, в случае гетероскедастичной ошибки последнее условие означает, что в выражении (3.4) элементы матрицы (  – 1/(i   – ограничены сверху, т. е. параметры (i   ограничены снизу.

Для получения эффективных оценок параметров эконометрических моделей при нарушении условия (2.18), т. е. когда Cov(a)(((2(X(X)–1, в общем случае может быть использован обобщенный метод наименьших квадратов, разработанный А. Эйткеном.

Математическое обоснование ОМНК базируется на свойстве положительно определенной* ковариационной матрицы (, допускающей представление в виде произведения двух матриц:

                                        (=((((,                                       (3.8)

где матрица  ( — невырожденная.
Из (3.8) непосредственно вытекает, что

(–1((((()–1=Е,                                  (3.9)

и

 ((()–1(–1=(–1.                                  (3.10)

Для доказательства равенства (3.9) достаточно левую и правую часть выражения (3.8) умножить слева на (–1 и справа на ((()–1.

Равенство (3.10) непосредственно вытекает из свойств обращения произведения матриц.

Предположим, что матрица ( известна. Умножим матрично-векторное уравнение исходной эконометрической модели у=Х(+(  слева  на матрицу  (–1 и получим

у*=Х*a+(*,                                  (3.11)

где 

у*=(–1у; Х*=(–1Х ; (*=(–1( .               (3.12)
Покажем, что ковариационная матрица вектора (* равна Е. Для этого запишем:

Cov((*)=M[(*, (*(]=M[(–1(*(*((–1(]=(–1((–1(=E.    (3.13)

Из (3.13) непосредственно вытекает, что ((2=1.

Применяя к модели (3.11) обычный метод наименьших квадратов, получим вектор оценки a из следующего выражения:

a=(Х*(Х*)–1Х*(у*=(Х((–1Х)–1Х((–1у.            (3.14)

Несложно показать, что оценки коэффициентов a, полученные на основании выражения (3.14), обладают свойствами  несмещенности при конечном Т в случае детерминированных, а также и состоятельностью и асимптотической несмещенностью при Т(( – в случае стохастических исходных данных. Доказательство этих свойств при условии независимости значений столбцов матрицы Х и (  в первом случае и асимптотических свойствах этих переменных (см. выражение (2.38)) – во втором приведены в разделе 2.1. 

В частности, вектор а является несмещенной оценкой ОМНК вектора (, если M[(*|Х*]=0. С учетом (3.12) это условие эквивалентно выражению M[(–1(|(–1Х*]=0, которое выполняется при конечной матрице (–1 и исходном предположении МНК M[(*|Х*]=0 о независимости факторов и ошибки эконометрической модели.

Ковариационная  матрица оценок параметров, полученных на основании (3.14), определяется следующим выражением:

    Cov(a)=(Х*(Х*)–1=(Х((–1Х)–1=((2(Х(( –1Х)–1.      (3.15)

Последний результат получен, принимая во внимание свойство ошибки (* (3.13) и представления матрицы (  в виде ((2((  (постоянный множитель ((2   выносится за скобки). С учетом этого очевидного результата выражение (3.14) может быть также представлено в следующем виде:

a=(Х((–1Х)–1Х((-1у.                           (3.16)

Аналогично, как и в разделе 2.1 (см. выражения (2.39)–(2.41)), доказываются свойства асимптотической несмещенности и состоятельности оценок ОМНК. В частности, из выражения (3.15) вытекает, что эти свойства имеют место, если матрица plim 
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  является ограниченной положительно определенной матрицей. В этом случае из (3.15) следует, что

Cov(a)= 
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В заключении данного раздела заметим, что матрица (, определенная выражением (3.4), для гетероскедастичной ошибки эконометрической модели, также является положительно определенной, а, следовательно, допускает представление (3.8). Из этого факта вытекает, что выражения (3.14) и (3.16) могут быть использованы для оценки коэффициентов этой модели и при гетероскедастичных ошибках с учетом замены ковариационной матрицы этих ошибок вида (3.1) на (3.4). Аналогичным образом и ковариационная матрица оценок параметров модели при ковариационной матрице ее ошибок, определенной выражением (3.4), находится из выражения (3.15).

3.1.2. Обобщенный метод максимального правдоподобия

В обобщенном ММП предполагается, что ошибка модели подчиняется нормальному закону распределения с ковариационной матрицей (, определенной выражением либо (3.1), либо (3.4), т. е. ((()(N(0, ((). В этом случае плотность нормального закона распределения значений ошибки (t, t=1,2,... Т; можно представить в следующем виде:

((()=

(( ((

((((y–1(].                (3.17)

Используя матрицу ((, выражение (3.17) можно записать и так

( (( )=

 ((1 (2... (T)(( ((

 (((((–1(],        (3.18)

где в зависимости от предполагаемых свойств ошибки матрица (( определена либо выражением (3.1), либо (3.4). При этом и в том и в другом случае предполагается , что  (1 =(2=...=(Т.

Заметим, что при независимых ошибках (1, (2,..., (Т
( (( )=


что совпадает с функцией максимального правдоподобия, определенной выражением (2.109).

Логарифм выражения (3.18), являющийся логарифмом функции правдоподобия для взаимозависимых или гетероскедастичных ошибок (1,..., (Т  с учетом представления их вектора в виде  (=у–Х((, записывается следующим образом:

l=– 

ln(2() – 

ln((((– 

(у–Х(()(((–1(у –Х(()=

=–

ln(2() –

 ln((2 –

ln((((–

(у –Х(()(((–1(у –Х((). (3.19)

Дифференцируя  выражение (3.19) по вектору параметров ( и дисперсии ошибки ((2 и приравнивая нулю частные производные, получим

(l/((=

(Х((((-1(у+Х((((–1(Х(()=0;

(l/(((2=

(у –Х(()((((–1((у –Х(()=0.        (3.20)

Из выражения (3.20) непосредственно получим выражения для оценок параметров модели и ее дисперсии в  следующем виде:

a=(Х((((–1(у)–1Х(((–1(у;

((2=

(у –Х(a)(( ((–1((у –Х(a).              (3.21)

Заметим, что с учетом равенства ((=(2((  первое выражение из (3.21) можно записать в следующем виде:

a=(Х((((–1(у)–1Х(((–1(у.                         (3.22)

Из сопоставления выражений (3.16) и (3.21), (3.14) и (3.22) непосредственно вытекает, что при “нормально” распределенных ошибках эконометрической модели при утрате их свойств независимости и гомоскедастичности обобщенные МНК и ММП определяют оценки коэффициентов этой модели по одним и тем же выражениям. При этом, как и в разделе 2.5, можно показать, что оценки ОММП обладают свойствами асимптотической несмещенности, состоятельности и эффективности. 

Основные проблемы, связанные с применением обобщенного МНК для оценки коэффициентов эконометрической модели, состоят в том, что априорно матрицы  ( и ( являются неизвестными, поскольку определить  численные значения их элементов можно только после того, как получены оценки коэффициентов модели a0, a1,... an. Разрешить это противоречие можно на основе ряда подходов, которые будут рассмотрены в последующих параграфах данной главы.

3.2. Применение обобщенных методов оценивания параметров эконометрических моделей на практике

3.2.1. Эконометрические модели с коррелирующими ошибками

Причины появления корреляционной зависимости между разновременными значениями ошибки эконометрической модели, вызывающие отличие вида их ковариационной матрицы от диагональной, могут быть разными. Часто невыполнение условия  Соv(()=((2(Е, связывается  с не очень удачным выбором функционала модели f((, x). Поясним сказанное на примере, представленном на  рис. 3.1.

Фактические данные, отражающие зависимость переменной у как линейной функции от переменной х на интервале (1, Х2), помечены “°“. На интервале (1, Х1) эти данные отражает линейная зависимость у=a01+a11x, а на интервале (Х1, Х2) – зависимость у=a02+a12x, где a01(a02.  При этом ошибки на “своих” интервалах для данных моделей равны нулю. На обобщенном интервале (1, Х2) совокупность исходных данных аппроксимируются моделью у=a0+a1 x  с ошибкой на интервале (1, Х1) равной (1 и на интервале (Х1, Х2) – (2.  При этом, если интервалы равны, то (1=–(2. Несложно показать, что значения ошибки (t  на интервале (1, Х2) связаны зависимостью (t=r(t–1, где  r (1 с увеличением длины интервала (1, Х2).

              у                                  у= a02 + a12x


                                                                у= a0 + a1x


                                    у= a01 + a11x

                 0  1                 Х1                  Х2   x
Рис. 3.1. Иллюстрация причины возникновения корреляции 

между ошибками эконометрической модели

Причиной появления ошибки явилось не вполне обоснованное предположение о том, что данные на интервалах (1, Х1) и (Х1, Х2) описываются одной и той же моделью.

Аналогично, автокорреляция в ряду ошибки может возникнуть, если для описания характера взаимодействия между переменными у и х вместо квадратической зависимости использовать линейную (рис. 2.1). В этом случае расчетные значения функции у=a0+a1x  на интервале (1, Х1) будут превышать фактические уровни переменной  у, а на интервале (Х1, Х2), наоборот, будет иметь место обратная ситуация, когда фактические значения зависимой переменой будут превосходить ее расчетные значения.

На практическом примере несложно убедиться, что коэффициент автокорреляции первого порядка для ошибки линейной модели в этом случае также будет значимым, т. е. ее ковариационная матрица – отличной от диагональной.

Часто появление зависимости между ошибками вызывается невключением в модель какой-либо объясняющей переменной, особенно если ее последовательные значения были зависимы между собой. В такой ситуации ошибка частично вберет в себя информацию – необъясненную изменчивость, обусловленную невключением в состав модели объясняющей переменной, в том числе и свойство зависимости последовательных ее значений.

Однако, как это было отмечено в разделе 3.1, даже если какие-либо подозрения относительно наличия автокорреляции между ошибками существуют априорно, то вид ковариационной матрицы ошибки и количественные характеристики ее элементов с более или менее приемлемой точностью априорно предсказать практически невозможно. Вследствие этого обобщенные МНК и ММП для оценки значений коэффициентов эконометрической модели в прямом виде не могут быть реализованы. В таком случае исследователи обычно применяют некоторые приемы, позволяющие получить более или менее удовлетворительную оценку ковариационной матрицы ошибки, ее некоторое приближение, которое можно было бы использовать в обобщенных методах оценивания. Некоторые из таких приемов будут рассмотрены в данном разделе на примере МНК.

Можно выделить два основных практических подхода к оценке недиагональной ковариационной матрицы ошибок эконометрической модели, отражающей существование корреляционной зависимости между ее значениями. Первый из них не требует использования предварительной информации относительно характера взаимосвязей между ее последовательными значениями (t, (t+1, (t+2,... . Согласно этому подходу матрица Cov(e), рассматриваемая как оценка ковариационной матрицы истинной ошибки модели Cov((),  находится эмпирически путем последовательного приближения по результатам этапов расчетов по построению промежуточных вариантов эконометрических моделей.

Первый этап полностью соответствует процедуре построения эконометрической модели, рассмотренной в главах 1 и 2. Согласно ему, на основании исходных данных – вектора у и матрицы Х – формируется уравнение эконометрической модели, затем с помощью МНК оцениваются ее коэффициенты, определяется вектор фактической ошибки е, значения которого проверяются, например, с помощью критерия Дарбина-Уотсона на наличие автокорреляции.

В том случае если факт корреляции установлен, то на основе эмпирического ряда ошибки е1, е2,..., еТ  оцениваются элементы ее ковариационной или корреляционной матрицы на основе следующих общих выражений:
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   (3.23)


На практике обычно бывает достаточно оценить два-три  выборочных коэффициента корреляции, поскольку взаимосвязь между значениями ошибки с увеличением сдвига k резко ослабевает и значения коэффициентов r4, r5,... cтановятся практически не отличимыми от нуля.

На втором этапе определенную таким образом либо ковариационную матрицу фактической ошибки (e, либо ее корреляционную матрицу (e  используют для оценки коэффициентов той же эконометрической модели с помощью обобщенного МНК (выражения (3.11), (3.13)). Далее вычисляется новый ряд фактической ошибки, происходит его проверка на наличие автокорреляции и, в случае подтверждения этой гипотезы, определяются новые матрицы (e или (e. Затем с помощью обобщенного МНК строится третий вариант эконометрической модели и т. д.

Процедура построения модели завершается, если критерий Дарбина-Уотсона не подтверждает наличие автокорреляции в ряду фактической ошибки очередного варианта эконометрической модели. На практике для получения варианта модели с некоррелированной ошибкой часто достаточно провести одну итерацию. Вследствие этого такой подход получил название “двухшагового МНК”.

Подтверждением эффективности такого подхода является уменьшение дисперсий коэффициентов эконометрической модели каждого следующего варианта по сравнению с предыдущим, обычно наблюдаемое на практике. Напомним, что значения этих дисперсий рассчитываются как диагональные элементы матриц, определяемых выражениями (2.18) и (3.15).

Явление уменьшения дисперсий коэффициентов последовательных вариантов эконометрической модели может быть обнаружено на основе использования критерия Фишера для сумм элементов ковариационных матриц оценок коэффициентов модели двух последовательных ее вариантов. Дело в том, что сумма элементов матрицы Cov(a),  рассчитываемой согласно выражениям (2.18) для МНК и (3.15) для обобщенного МНК, выражает дисперсию суммы оценок коэффициентов модели. В этом случае, если выполняется условие 



(F*(T–n–1, T–n–1, p*),                   (3.24) 

где sm2 – сумма элементов ковариационной матрицы оценок Cov(a) на m-м шаге расчетов; F*(T–n–1, T– n–1, p*) – табличное значение критерия Фишера для числа степеней свободы (1=(2=T– n–1 и уровне доверительной вероятности p*, то гипотезу о том, что дисперсия суммы оценок коэффициентов модели уменьшилась на m-м шаге расчетов по сравнению с m–1, следует считать подтвержденной. 

Заметим, что на практике вместо суммы элементов ковариационной матрицы оценок коэффициентов модели при определении их эффективности можно использовать фактическую дисперсию модели. Например, для МНК Cov(a)=(e2((Х(Х)–1. Поскольку матрица Х(Х постоянна, то отличия дисперсий коэффициентов полностью определяются значением (e2. 

При сопоставлении дисперсий оценок коэффициентов, полученных с помощью обобщенного МНК, подобную замену теоретически нельзя использовать, поскольку в формировании их ковариационной матрицы принимает участие корреляционная матрица ошибок (Cov(a)=(e2((Х((–1Х)–1). Однако, если допустить, что на m-м шаге расчетов значения коэффициентов корреляции изменились не слишком значительно по сравнению m–1-м шагом, то данной некорректностью можно пренебречь.

Другая группа подходов к построению эконометрических моделей с эффективными оценками коэффициентов при невыполнении условия Cov(()=(2(Е основана на использовании априорной информации относительно возможного вида ковариационной матрицы ошибок. Эта информация может вытекать из анализа закономерностей измерения переменных модели, характера их взаимосвязей, формы самой модели и т. п.

Достаточно часто, предвидя появление ошибки спецификации модели (например, исходя из некоторого несоответствия ее уравнения эмпирическому графику входящих в нее переменных), исследователи заранее предполагают, что значения ошибки связаны между собой автокорреляционной зависимостью первого порядка

(t =(1(t–1+( t ,                                (3.25)

где (1 – коэффициент автокорреляции ошибки (t  первого порядка; (t  – ошибка модели (3.25) с нулевым средним и конечной дисперсией ((2, которая неизвестна.

В отношении ошибки (t  обычно предполагают выполнение следующих свойств на интервале (1,Т):

– ((2= const;

– Cov(() = ((2 Е;                                                                    (3.26)

Несложно показать, что при выполнении условия (3.25) ковариационная матрица ошибки эконометрической модели будет иметь следующий вид:


Cov(() =( = ((2 ( = (( 2    
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)


Чтобы показать справедливость выражения (3.27), последовательно определим ковариации ряда (t  с рядами ( t–1, ( t–2 и т. д.  Для сначала этого умножим левую и правую части выражения (3.25) на  (t–1, полученный результат просуммируем  по t  и далее разделим на T–2. В итоге с учетом независимости переменных ( t–1   и (t   получим

                       


cov(( t , ( t– 1)=(1((2.                                (3.28)

Проведем аналогичную операцию, умножив левую и правую части выражения (3.25) на ( t–2. Получим
cov((t , ( t–2)=(1 cov((t , ( t–1)=(12((2                    (3.29)

и т. д.

                             cov((t , (t–k )=(1k((2.
Таким образом, при выполнении условия (3.25) корреляционная матрица истинной ошибки эконометрической модели  оказывается определенной следующим выражением:


       ( =  
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в котором величина (1  однако остается неизвестной.

Вместе с тем, очевидно, что “хорошая” оценка r1 коэффициента корреляции (1 должна обеспечивать получение эффективных оценок коэффициентов эконометрической модели a0, a1,... an. Если предположить, что: а) как и ранее, эффективные оценки характеризуются минимальным значением суммы элементов ковариационной матрицы Cov(a); б) эта сумма (дисперсия) является непрерывной выпуклой функцией по r1, минимум которой соответствует “хорошей” оценке коэффициента (1, то теоретически эту оценку, как и эффективные оценки a0, a1,... an, можно определить с помощью несложной итеративной процедуры, в основе которой лежит обобщенный МНК. Ее суть состоит в следующем. Задается начальное значение r10 и на его основе (согласно выражению (3.27)) определяется Cov0((). Далее с использованием обобщенного МНК (выражение (3.16)) определяются оценки a00, a10,... an0 и их ковариационная матрица  Cov0(a) (выражение (3.15)).

На втором шаге определяется значение r11=r10+(r, где (r – выбранный прирост оценки коэффициента автокорреляции, а затем повторяется последовательность расчетов первого шага.

Если r10 не являлось искомым оптимальным значением коэффициента автокорреляции, то при правильно выбранном знаке  (r сумма элементов Cov1(a) будет меньше соответствующей характеристики матрицы Cov0(a).

Однако изложенная процедура практически не применяется. Причинами этого являются неизвестный характер зависимости суммы элементов ковариационной матрицы Cov(a)  от значений r1 (эта характеристика вообще может быть не слишком чувствительна к изменениям r1); неизбежные ошибки округления, которые приводят к смещению находимых оценок коэффициентов a00, a10,... an0; большой объем вычислений по каждому этапу процедуры. Все это делает ее трудно реализуемой даже на современных компьютерных системах.

В эконометрике обычно для получения эффективных оценок коэффициентов модели с коррелирующими остатками в предположении о справедливости зависимости (3.25) используются несколько другие подходы, предполагающие необходимость преобразования уравнения самой модели. Рассмотрим эти подходы более подробно.

Представим эконометрическую модель с учетом условия (3.25) в виде следующей системы уравнений:

                               уt =(0+(1x1t +...+(n xnt+(t ;

 (t=(1(t–1+( t.                                                      (3.31)

Поскольку (t–1=уt–1–(0–(1x1,t–1–...–(nxn,t–1, то систему (3.31) можно выразить единым уравнением

уt =(1уt–1+(1–(1)(0 +(1 x1t –(1(1x1,t–1+...+(n xnt –(1(n xn,t–1+(t . (3.32)

Критерием при определении неизвестных параметров выражения (3.31) является минимум суммы квадратов (t .

Обозначим произведения коэффициентов (1–(1)(0, (1(1,..., (1(n  как (0, (1,... (n. Тогда  вместо выражения (3.32) можно записать 

уt  =(1уt–1+(0 +(1 x1t –(1 x1,t– 1+...+(n xnt –(n xn, t– 1+(t,        (3.33)

где (0 =(1–(1)(0, (1 =(1(1,..., (n =(1(n .                                                      (3.34) 

Из выражения (3.33) непосредственно вытекает, что, поскольку обычный МНК в общем случае не гарантирует выполнения условия (3.34), для оценки коэффициентов этой модели должен быть применен МНК, учитывающий эти нелинейные соотношения. МНК, учитывающий ограничения на параметры, да еще нелинейного вида, достаточно трудоемок с вычислительной точки зрения.

Вследствие этого на практике в таких ситуациях более широкое применение нашел так называемый двухшаговый метод наименьших квадратов, предложенный Дарбином (двухшаговый МНК Дарбина). Его суть состоит в следующем. На первом шаге, применяя обыкновенный МНК для оценки коэффициентов модели (3.33), определяют r1 – оценку коэффициента при уt–1. Далее формируются новые зависимая и независимые переменные ut=уt –r1уt–1; vit=xit –r1xi,t–1 , i=1,2,..., n;   t=1,2,..., T–1, зависимость между которыми выражается линейной эконометрической моделью следующего вида:

                      ut=b0+ a1v1t +...+anvnt +wt .                         (3.35)

где коэффициенты b0, a1,..., an  являются оценками соответствующих коэффициентов модели (0, (1,..., (n, wt – фактическая ошибка модели.

Эти оценки определяются с помощью обычного МНК на втором шаге расчетов.

Метод Дарбина легко распространяется на ситуации, характеризующиеся наличием автокорреляционной зависимости между значениями ошибки более высокого порядка. Например, для автокорреляции второго порядка модель, связывающая текущие значения ошибки с двумя предыдущими, представляется в следующем виде:

(t=(1(t–1+(2(t–2+( t.                                 (3.36)

где (1  и (2 – коэффициенты модели автокорреляции, отражающие характер зависимости текущего значения ошибки (t от ее предшествующих значений (t–1  и (t–2. Оценки этих коэффициентов с1  и с2 определяются на основании значений выборочных  коэффициентов автокорреляции r1 и r2  – первого и второго порядка соответственно.

В этом случае по аналогии с выражением (3.32) можно записать

уt =с1уt–1+с2уt– 2+a1x1t+...+anxnt+(1–с1–с2)a0–с1a1x1,t–1–...–с1anxn,t–-1 – –с2a1x1,t–2 –...–с2anxn,t–2+wt.                         (3.37)

Применение двухшагового метода Дарбина к оценке коэффициентов модели (3.37) позволяет с помощью обыкновенного МНК на первом шаге определить оценки коэффициентов с1 и с2 при переменных уt–1 и уt–2 этой модели. Далее, как и в предыдущем случае, формируются   новые   переменные   ut=уt–с1уt–1–с2уt–2;   vit=xit–с1xi,t–1–с2xi,t–2, i=1,2,..., n;   t=1,2,..., T–1,  и на втором шаге оценки  коэффициентов исходной модели и a0, a1,... an  находятся опять же с помощью обыкновенного МНК, как и коэффициенты модели (3.35).

Отметим, что автокорреляционная зависимость ошибок с порядком более двух практически не встречается. В большинстве случаев порядок автокорреляции равен единице. 

Заметим также, что корректность построенной модели в данном случае может быть определена на основе критерия Дарбина-Уотсона, рассчитываемого для остатков модели (3.35).

3.2.2. Эконометрические модели с гетероскедастичными ошибками

Причиной непостоянства дисперсии (гетероскедастичность ошибки) эконометрической модели часто является ее зависимость от масштаба рассматриваемых явлений. В эконометрическую модель ошибка входит как аддитивная переменная (слагаемое). В то же время часто она имеет относительный характер и определяется по отношению к измеренному уровню рассматриваемых факторов. Вследствие этого, если на интервале (1,Т) переменная у, увеличивается в 5 и более раз, то можно ожидать, что даже при правильно выбранной форме зависимости этой переменной от объясняющих факторов ошибка модели увеличится примерно во столько же раз.

Гипотеза о гетероскедастичности ошибки модели обычно проверяется с использованием теста, рассмотренного в разделе 2.2.1. В случае ее подтверждения для оценки коэффициентов эконометрической модели может быть применена процедура последовательных этапов расчетов как и в случае автокорреляции между ошибками модели. Для этого на первом этапе по результатам применения обыкновенного МНК должны сформированы оценки (12, (22,..., (Т2 матрицы Cov(е) (выражение 3.4). Сделать это на основе значений фактической ошибки e1, e2, ..., eТ  для каждой точки t=1,2,..., T невозможно, вследствие чего в данном случае приходится привлекать на помощь некоторые дополнительные гипотезы относительно характера изменения дисперсии ошибки, например, гипотезу о линейном законе ее изменения.

При таком предположении оценки дисперсий (12,..., (T2 могут быть определены следующим образом. Для двух непересекающихся интервалов (1, Т1) и (Т2, Т) по значениям рядов фактической ошибки 

 и 

 могут быть получены оценки дисперсий (k2 и (m2,  которые соотносятся к моментам t=k и t=m, являющимся серединами этих рядов. Далее на основе этих двух значений строится линейная зависимость (2(t), аппроксимирующая изменение дисперсии на интервале (1, Т), каждое из значений которой (t2 будет представлять собой оценку соответствующего элемента диагональной матрицы ( (выражение (3.4)). Эта матрица затем должна использоваться на втором этапе вычислений оценок коэффициентов следующего варианта эконометрической модели с помощью обобщенного МНК. 

Справедливость выдвинутой гипотезы о гетероскедастичности ошибки подтверждается (или отвергается) сопоставлением дисперсий сумм оценок коэффициентов модели, рассчитанных для оценок обычного и обобщенного МНК. Эти суммы определяются на основе элементов соответствующих ковариационных матриц оценок, определенных согласно выражениям (2.27) и (3.15) соответственно.

Подобная процедура может быть реализована для любых приемлемых (правдоподобных) вариантов закономерностей изменения дисперсий ошибок, например, для квадратичной, логарифмической и т. п. зависимостей. Необходимо отметить, что для каждого из этих вариантов интервал (1, Т) должен быть разделен на  такое число участков, которое обеспечивает определение количества оценок дисперсий на них, достаточного для построения соответствующей зависимости.

Явление гетероскедастичности ошибки также может быть вызвано ошибками спецификации модели. Например, если линейная эконометрическая модель была выбрана вместо модели следующего вида:

          


то дисперсия ошибки линейной модели в момент t оказывается пропорциональной квадрату переменной xit, т. е.

                       


где (2 – некоторая неизвестная константа.

Если равенство (3.39) справедливо, то очевидно, что ковариационная матрица ошибки Cov(() определяется следующим выражением:

        ( = 
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Из сопоставления выражений (3.4) и (3.40) вытекает, что

                                    (t =1/xit2 .                                       (3.41)

Тогда матрица  (–1, обеспечивающая равенство (-1((–1=(–1 (см выражение (3.9)), имеет следующий вид:

(–1=   
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  .                             (3.42)

Таким образом, с помощью операции умножения слева на матрицу (–1
                   (–1у=(–1Хa+(–1(                                 (3.43)

исходная линейная модель и преобразуется к виду (3.38).

Из выражений (3.38)–(3.43) вытекает, что при справедливости условия (3.39) для описания процесса уt можно использовать: а) либо эконометрическую модель линейного вида и оценку ее коэффициентов производить с помощью обобщенного МНК; б) либо эконометрическую модель, определенную выражением (3.38), и оценки ее коэффициентов получать с помощью обыкновенного МНК.

Как частный случай моделей (3.38) можно рассматривать, так называемые, взвешенные эконометрические модели, хотя причины появления “весовых параметров” в них обусловлены другими соображениями.

Взвешивание исходных данных эконометрической модели     (т. е. элементов вектора у и матрицы Х) часто осуществляется с целью дифференциации влияния информации, относящейся к разным периодам времени, на получаемые с помощью МНК значения ее коэффициентов.

Очевидно, что при принятии решений в условиях быстро развивающихся социально-экономических явлений информация более поздних временных периодов является более важной, существенной, чем информация ранних периодов. Этот факт целесообразно учитывать и в разработках моделей развития таких явлений с целью более объективного отображения изменений во взаимосвязях между рассматриваемыми в них переменными, происходящими со временем. В экономике такие изменения обусловлены, например, технологическими сдвигами, изменениями цен на ресурсы, в покупательной способности населения, в потребительских предпочтениях, внешними событиями (войнами, природными катаклизмами и т. п.), изменениями в законодательстве и рядом других объективных и субъективных причин.

Вместе с тем, зачастую даже по чисто вычислительным причинам без устаревшей информации порой бывает затруднительно построить эконометрическую модель (например, из-за недостатка объема исходных данных). Кроме того, новые взаимосвязи обычно образуются на фоне старых, они являются закономерным итогом эволюции отношений в социально-экономической, технической и других сферах общественной жизни. Вследствие этого информация более ранних периодов также может представлять определенную ценность с точки зрения адекватного отображения рассматриваемых явлений и процессов.

Эти причины в совокупности выдвигают проблему сопоставительного представления в эконометрической модели разновременной информации, которая обычно решается взвешиванием исходных данных, относящихся к различным моментам периода  (1, Т). Весовые коэффициенты в таком случае выражают степень важности, ценности разновременной исходной информации, полноты ее учета при формировании модели. 

Взвешенная эконометрическая модель для момента времени  t=1,2,..., T выражена в виде следующего уравнения:

       уt рt =(0 рt+(1 рt x1t+...+(n рt xnt+(t,                   (3.44)

где рt – весовой коэффициент, учитывающий степень полноты исходной информации момента t, необходимой при построении эконометрической модели, описывающей рассматриваемые процессы в интервале (1, Т), (t – ошибка модели.

С учетом (3.44) сумма квадратов ошибки модели определяется следующим выражением:




где qt=рt2 – весовой коэффициент, отражающий важность значения ошибки невзвешенной модели в момент t при определении ее коэффициентов; (t=уt–(0–(1x1t–...–(nxnt  – истинная ошибка невзвешенной модели.

Применяя известную процедуру метода наименьших квадратов для оценки коэффициентов модели, записанной в матричной форме

Qy=QX(+(,                                    (3.46)

получим следующее выражение вектора оценок коэффициентов этой модели:

                                                     X(Qy=X(QX(;

a=(X(QX )–1X(Q y,                                 (3.47)

где Q  – диагональная матрица, образованная весовыми коэффициентами qt:


        Q =   
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Отождествляя матрицу Q с матрицей (–1 (см. (3.4) и (3.40)), получим, что выражение (3.47) абсолютно идентично выражению (3.14), определяющему оценки коэффициентов эконометрической модели на основе обобщенного МНК.

Из выражения (3.48) вытекает, что веса qt являются функцией времени, характеризующей “память” модели. Интуитивно понятно, что при более быстрых изменениях условий развития процессов уt, xit, i=1,2,... , n, значения qt, относящиеся к началу интервала  (1, Т), должны быть значительно меньше, чем значения, относящиеся к его концу. Иными словами qt,  как функция времени в этом случае должна затухать быстрее при движении времени в прошлое.

Выбор функции qt  в практических исследованиях обычно осуществляется на основе субъективных суждений относительно ценности исходной информации, относящейся к разным моментам времени. Обычно значения этой функции нормируют таким образом, чтобы в сумме они составляли единицу, т. е.

                                  

 

В таком случае в качестве весовой функции удобно использовать члены убывающей в прошлое геометрической прогрессии. Например,

                                  qt = q0T– t+1,                                           (3.50)

 qt=((1–( )T–t,

где константы  q0 и (  выбираются из условий 0(q0, ((1 и нормировки (3.49).

3.3. Метод инструментальных переменных

Для получения несмещенных (по крайней мере состоятельных) оценок параметров эконометрических моделей в ситуациях, когда имеют место (теоретически допускаются) корреляционные взаимосвязи между независимыми переменными xit и ошибкой (t, теория  рекомендует подходы и методы, основанные на использовании инструментальных переменных.

Напомним, что в тех случаях, когда некоторые столбцы матрицы значений независимых переменных Х и вектор-столбец ошибки (  взаимосвязаны между собой, математическое ожидание второго слагаемого в правой части выражения (2.9) отлично от нуля, M[(Х(Х)–1Х(((](0, и, следовательно, например, оценки МНК параметров модели, определяемые согласно известному выражению а=(Х(Х)–1Х((у, оказываются смещенными, поскольку

M[(–а]= M[(Х(Х)–1 Х(((](0.                      (3.51)

Заметим, что появление смещения у оценок МНК всех параметров моделей вызывает присутствие только одной независимой переменной, например, xi,   связанной с ошибкой (. В этом случае непосредственно видно, что произведение Х(((=(0,..., 0, сi, 0,...,0)(, где константа  

 стоит на месте, соответствующем i-й  переменной, и, таким образом, имеем      (Х(Х)–1(((=сi((s0i,s1i,...,sni)(= =сi(si, где sji   – j-й элемент i-го столбца si   матрицы (Х(Х)–1. Из полученного результата вытекает, что в соответствии с выражением (2.9) имеем а=(+ сi(si. Из чего следует, что смещенными оказываются все оценки коэффициентов модели.

В эконометрике обычно исследуются асимптотические свойства оценок параметров моделей. В этом случае, если в пределе при Т(( существует зависимость между столбцами матрицы Х и ошибкой модели (, т. е.




то оценки МНК параметров эконометрической модели являются несостоятельными  (а, следовательно, и асимптотически смещенными). 

 Это непосредственно вытекает из того факта, что второе слагаемое в правой части выражения

plim(a)=


отлично от нуля, поскольку из начальных условий (предположений) (2.42) вытекает, что 


Использование инструментальных переменных теоретически позволяет устранить отрицательные последствия взаимосвязей независимых переменных и ошибки модели (, связанные с несостоятельностью оценок МНК параметров линейных эконометрических моделей.

Формально, без излишней строгости, выражение для вектора оценок МНК параметров эконометрической модели с использованием инструментальных переменных  может быть получено следующим образом.

Предположим, что существуют так называемые “инструментальные” переменные zi, число которых в общем случае совпадает с числом независимых факторов модели хi, i=1,2,..., n;  и при t=1,2,..., Т, каждая из которых характеризуется нулевыми корреляционными взаимосвязями с ошибкой эконометрической модели (. При заданном Т матрица значений инструментальных переменных Z имеет такой же размер, как матрица Х.

Умножим слева векторно-матричное уравнение на матрицу у=Х((+( на матрицу Z(. Получим

Z(у=Z(Х((+Z(((,                                  (3.53)

С учетом того, что M[Z(((]=0, умножая выражение (3.53) слева на (Z(Х)–1, непосредственно имеем

az =(Z(Х)–1Z(у,                             (3.54)

где az   – вектор оценок параметров эконометрической модели, полученный с использованием инструментальных переменных.

Результат (3.54) можно получить и традиционным путем. Для этого обозначим у*=Z(у; Х*=Z(Х; (*=Z(((. В этом случае выражение (3.53) имеет традиционный для эконометрической модели вид:

у*=Х*((+(*.                              (3.55)

Используя для модели (3.55) традиционный для МНК критерий минимума суммы квадратов ошибки

s*2=((*(,(*)=(((Z(Z((()=(Z(у – Z(Х(()((Z(у – Z(Х(()(min   (3.56)

и приравнивая вектор производных показателя s*2 по вектору параметров (  к нулю, 

, непосредственно получим следующее выражение для вектора оценок этих параметров:

az =(Х(Z Z(Х)–1 Х(ZZ((у.                             (3.57)

Далее, принимая во внимание, что произведения матриц Х(Z и Z(Х равны между собой, т. е. Х(Z=Z(Х, выражение (3.57) несложно привести к виду (3.54).

az=(Х(ZZ(Х)–1Х(ZZ((у=(Х(Z)–1(Х(Z)–1Х(ZZ((у=(Х(Z)–1Z((у=

=(Z(Х)–1Z((у.

Покажем также, что при наличии у матрица Z размерностью Т((п+1) в пределе при Т(( следующих свойств:

plim

 Z((()=0;                               (3.58)

plim

 Z((Х)=(Z(Х;                               (3.59)

plim

 Z(( Z)=(Z(Z,                               (3.60)

где матрицы (ZХ и (ZZ существуют и не вырождены, оценки параметров эконометрической модели, определенные выражением (3.54), являются состоятельными.

Для этого, как и при выводе выражения (2.9), подставим вместо вектора у в формулу (3.54) у=Х((+(. Получим

az=(+(Z(Х)–1Z((,                             (3.61)

В пределе при Т(( имеем 

plimaz =(+plim

Z(Х)–1( plim

Z(()=(+(–1Z(Z(0=(.    (3.62)

Обратим внимание на некоторые свойства оценок параметров, полученных с использованием инструментальных переменных на основе выражения (3.54).

В частности, отметим, что в общем случае эти оценки являются неэффективными. В самом деле, вид ковариационной матрицы ошибки (*=Z(((  модели (3.53) свидетельствует о наличии в ее ряду автокорреляционных зависимостей даже в том случае, когда эти зависимости отсутствовали у ошибки (:

Cov((*)=M[(*(,(*]=M[Z((((((Z)=(((Z(Z).         (3.63)

В этом случае ковариационная матрица оценок az параметров модели (3.53)  имеет следующий вид:

Cov(az)=M[(az –()(az –()(]= M[(Z(Х)–1Z(((((Z(Z(Х)–1]=

=((2(Z(Х)–1Z((Z(Z(Х)–1,                       (3.64)

где дисперсия ошибки ((2 на практике может быть оценена на основании следующего выражения:




В пределе при Т(( с учетом предположений (3.59) и (3.60) можно определить асимптотическую ковариационную матрицу оценок az  на основании следующего выражения:

asy.var(az)= 

plim[T(az –()(az –()(]= 

=

plim[T(Z(Х)–1Z(((((Z(Х(Z)–1]=

=

plim(

Z(Х)–1)plim(

Z(((((Z)plim(

Х(Z)–1=

=

((2(–1Z(Х(Z(Z(–1Z(Х.                          (3.66)

Для получения эффективных оценок на базе инструментальных переменных можно использовать обобщенных МНК. Для ковариационной матрицы ошибок модели, определенной выражением (3.63), оценки коэффициентов, полученные с использованием этого метода, определяются на основании следующего выражения, вытекающего из формулы (3.57):

az.0=(Х(Z(Z(Z)–1Z(Х)–1Х(Z(Z(Z)–1(у=(Х(Рz Х)–1Х(Рz(у,      (3.67)

где Рz = Z(Z(Z)––1.

Несложно показать, что ковариационная матрица оценок обобщенного МНК для инструментальных переменных имеет следующий вид:

Сov(az.0)=((2(Х(Рz Х)–1,                         (3.68)

где на практике дисперсия ошибки ((2 определяется следующим выражением:




Вектор оценок az.0, полученный на основании формулы (3.67) является асимптотически несмещенным. Это следует из выражения:

az.0=(+(

Х(Рz Х)–1(

Х(Рz ε),                         (3.70)

где



(Х(Рz Х)=(

Х(Z)( 

Z(Z) –1( 

Z(X),



(Х(Рz ()=(

Х(Z)( 

Z(Z) –1( 

Z(().

Переходя в выражении (3.70) к пределу при Т((, с учетом свойств (3.58)–(3.60) получим

plimaz.0=(+(( Х (Z(–1Z(Z(Z(Х)–1(Z(Х(–1Z(Z(0=(.              (3.71)

Однако заметим, что на практике обобщенный МНК для оценки параметров моделей с инструментальными переменными применяется не часто. Это связано с тем, что дисперсии оценок их параметров, полученных на основе выражения ( .41), при удачном подборе инструментальных переменных увеличиваются не столь значительно, и такую потерю эффективности во внимание можно не принимать.

В самом деле, если инструментальные переменные zi   характеризуются достаточно сильной корреляционной связью (коэффициент парной корреляции (z,x(1) с соответствующими независимыми переменными хi, то при одинаковых масштабах этих переменных произведения матриц Z(Z и Z(X  будут приблизительно равными между собой и в этом случае, как это следует из выражения (3.64),

Cov(az)(((2(Z(Х)–1(((2(Х(Х)–1.                       (3.72)

И, наоборот, если переменные zi и хi  слабо взаимосвязаны между собой, то диагональные элементы матрицы (Z(Х)–1  в силу того, что определитель (Z(Х( уменьшается, существенно возрастают. В этом случае при использовании выражения (3.54) за несмещенность оценок приходится платить падением их эффективности. Этот вывод достаточно очевиден при рассмотрении однофакторной модели yt=(0+(1xt+(t, при оценке параметров которой используется инструментальная переменная zt.

Несложно видеть, что оценка коэффициента (1 в этом случае согласно выражению (3.54) определяется по следующей формуле:




а выборочная дисперсия этой оценки по формуле:




где дисперсия ((2 определена выражением типа (3.65) при п=1.

Из выражения (3.73) непосредственно видно, что при слабой зависимости между переменными хt  и zt   его знаменатель уменьшается (в пределе до нуля), и выборочная дисперсия параметра az   может стать как угодно большой. 

Вследствие этого на практике инструментальные переменные zi  стремятся выбирать согласно следующему правилу: переменные zi   должны иметь сильные корреляционные связи с соответствующими переменными хi   и быть независимыми по отношению к ошибке модели (.

Выполнение этого правила в эконометрических исследованиях реальных процессов, для которых характерной чертой является корреляционная связь между независимыми факторами и ошибкой, достигается с помощью некоторых специальных приемов, правил формирования инструментальных переменных. Эти правила будут рассмотрены в соответствующих разделах данного учебника (см. главы V и VIII).

В заключении данного раздела рассмотрим некоторые особенности формирования матрицы инструментальных переменных Z. Очевидно, что общее число таких переменных должно быть равно количеству независимых факторов в модели. При этом, если какая-либо из переменных хi  оказывается не  связанной с ошибкой (, то она сама может выступать в качестве “инструментальной” переменной. В результате матрицу Х можно представить в следующем виде:

Х=[Х1Х2],

где подматрица Х1 объясняет переменные, независимые по отношению к ошибке модели (, а подматрица Х2  – зависимые.

В этом случае матрица Z  имеет следующий вид:

Z=[Х1 Z2],

где Z2 подматрица инструментальных переменных, замещающих независимые факторы, образующие матрицу Х2.

Заметим также, что выражение Z(Z(Z)–1Z(Х=РzХ=

, используемое в формуле (3.67), может рассматриваться как матрица расчетных значений факторов хit, полученных как оценки зависимых переменных при использовании в качестве независимых факторов инструментальных переменных zi, i=1,2,..., п. В самом деле, выражение (Z(Z)–1Z(хi определяет оценки коэффициентов следующей модели:




и, таким образом, (Z(Z)–1Z(Х=B, где B – матрица оценок коэффициентов моделей типа (3.74) для i=1,2,... п; имеющая следующий вид:
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Тогда матрица Z(B=

 представляет собой матрицу расчетных значений независимых факторов исходной модели, полученных в результате их выражения эконометрическими моделями типа (3.74) в зависимости от выбранных значений инструментальных переменных.

Отметим также, что если значения инструментальных переменных и независимых факторов исходной модели равны между собой, т. е. Z =X, тогда 

=Х(Х(Х)–1 Х(Х=Х.

С учетом этого равенства получим, что при частичной замене исходных факторов на инструментальные переменные матрица Z будет иметь следующий вид:

Z=[Х1 

],

где 

=Z(Z(Z)–1 Z(Х2 и Z=[Х1 Z2].

Вопросы к главе III
1. Как выглядит ковариационная матрица ошибок модели при наличии автокорреляционных связей в ряду ошибки (t?

2. Как выглядит ковариационная матрица ошибок модели при наличии гетероскедастичности ошибок?

3. Каковы последствия автокорреляции и гетероскедастичности ошибок?

4. В чем суть обобщенного МНК (ОМНК)?

5. Как определяется ковариационная матрица ОМНК-оценок параметров?

6. Каковы предпосылки обобщенного метода максимального правдоподобия?

7. В чем суть двухшагового МНК Дарбина?

8. В чем суть взвешенного МНК?

9. В чем суть метода инструментальных переменных?

Упражнения к главе III
Задание 3.1

Для обобщенной линейной регрессионной модели

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т)

имеется T=10 пар наблюдений, которые представлены в табл. 3.1.

Таблица 3.1
	хt
	8
	10
	12
	16
	20
	20
	24
	28
	30
	36

	yt
	6,8
	6,9
	7,3
	7,4
	8,6
	8,0
	8,8
	8,0
	9,9
	10,3


Требуется:

1.
Определить оценки обобщенного МНК для параметров модели, исходя из того, что имеется “чисто” гетероскедастичная модель с известными дисперсиями ошибки. Они составляют

0,04; если 5,0( хt (15,0; 

0,16; если 15,0( хt (25,0;

1,00, если 25,0( хt (40,0.

2.
Оценить параметры модели классическим МНК. Определить ошибку, которая возникает из-за неправильной спецификации модели.

3.
Определить для описанной в п.1 ситуации ковариационную матрицу оценок параметров, полученных обобщенным МНК.

4.
Определить ковариационную матрицу оценок параметров, полученных классическим МНК. 

Задание 3.2
Имеется “чисто” гетероскедастичная модель линейной однофакторной регрессии. Дисперсии ошибок (t (t=1,...,T) обозначим (t2.

Tребуется:

1.
Показать, что оценки обобщенного МНК для параметров регрессии (0   и  (1 рассчитываются следующим образом:







2.
Определить ковариационную матрицу вектора оценок, полученного обобщенным МНК.

3.
Показать, что в частном случае “чистой” гомоскедастичности вектор оценок, полученный обобщенным МНК, совпадает с вектором оценок, полученным классическим МНК.

Задание 3.3 

Имеется “чисто” гетероскедастичная модель линейной однофакторной регрессии

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т),

дисперсия ошибки которой 
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Требуется:

1.
Определить для этой модели ковариационную матрицу ошибок, а также матрицу Т, с помощью которой модель может быть преобразована в классическую.

2.
Перейти к преобразованной модели и определить на ее основе оценки параметров регрессии (0   и (1.

3.
Определить оценку параметра (2 для данной модели. 

Задание 3.4
Имеется линейное однофакторное уравнение регрессии

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т),

а также 10 пар наблюдений переменных (хt, yt), которые представлены в табл. 3.2

Таблица 3.2
	хt
	2,0
	2,4
	11,0
	8,0
	5,6
	6,2
	4,5
	9,8
	8,6
	3,8

	yt
	4,0
	5,2
	4,5
	4,2
	4,8
	8,0
	7,2
	12,6
	8,5
	4,2


Требуется:

1.
Определить линию регрессии с помощью гетероскедастичной модели из задания 3.3.

2.
Определить линию регрессии на основе классической модели.

3.
Изобразить обе линии регрессии и фактические данные на диаграмме рассеяния и сравнить их друг с другом.

Задание 3.5

Рассмотрим частный случай гетероскедастичной модели однофакторной регрессии

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т),

 для которого выполняется условие  
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 (t=1,...,Т). Имеются следующие фактические данные:

	хt
	1
	2
	3
	4
	5

	yt
	1
	2
	2
	3
	4


Требуется:

1.
Определить вектор оценок параметров регрессии a с помощью классического МНК.

2.
Определить вектор оценок параметров регрессии aA с помощью обобщенного МНК.

3.
Определить потерю эффективности, которая возникает из-за применения классического МНК вместо обобщенного.

4.
Определить оценку ковариационной матрицы вектора оценок 

 и сравните ее с Соv(a).

Задание 3.6
Рассмотрим “чисто” гетероскедастичную однофакторную регрессионную модель

сt  =(0+ (1 yt +(t        (t=1,...,Т),

где с – потребление домохозяйства определенной структуры,    у –  доход этого домохозяйства. Ошибки попарно не коррелированы, дисперсия ошибки при доходе от 50 до 100 единиц в 2 раза больше, чем при доходе до 50 единиц. Имеется следующая  выборка объемом 9 наблюдений: 

	уt
	30
	35
	35
	45
	50
	60
	70
	90
	160

	сt
	30
	30
	35
	35
	40
	50
	70
	80
	120


Требуется:

1.
Определить ковариационную матрицу ошибки для этой модели. 

2.
Оценить параметры уравнения с помощью обобщенного МНК.

3.
Оценить параметры уравнения при измененном условии: дисперсии ошибки должны быть пропорциональны квадрату дохода. Сравнить результат с соответствующим результатом в п. 2.

Задание 3.7
Объем потребления домохозяйств объясняется с помощью однородного уравнения: 
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где yjt  – потребление; хjt(1) – заработная плата; хjt(2) – дивиденды домохозяйства j в период t. Для ошибки этого уравнения выполняются предпосылки классической регрессионной модели. Параметры регрессии (1  и (2  должны оцениваться на основе эмпирических данных, но для каждого периода нет данных об индивидуальном потреблении yjt, а есть только совокупное потребление всех kt  домохозяйств, т. е.




Требуется:

1.
Вывести модифицированное уравнение, которое позволяет оценить вектор параметров модели (.

2.
Показать, что это уравнение является моделью с чистой гетероскедастичностью, в которой ковариационная матрица ошибки известная с точностью до (2.

3.
Определить оценки параметров  (1  и (2.

Задание 3.8
Объем потребления домохозяйств объясняется с помощью трехфакторного уравнения: 
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где yjt  – потребление домохозяйства  j в период t; xt – индекс цен в период t; wjt  – число членов и zjt  – доход домохозяйства j в период t. Для ошибки этого уравнения выполняются предпосылки классической регрессионной модели. Параметры регрессии (1 , (2, (3  и (4   должны оцениваться на основе эмпирических данных, но отдельные данные известны только для 0-го периода, а для всех последующих периодов, к сожалению, известны только средние объемы потребления, среднее число членов домохозяйств и средние доходы всех домохозяйств, т. е.




Требуется:

1.
Вывести модифицированное уравнение, которое позволяет оценить вектор параметров модели (  на основе всех имеющихся данных.

2.
Построить ковариационную матрицу ошибки модифицированного уравнения.

3.
Определить вектор оценок параметров  (.

Задание 3.9
Для линейного однофакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т)

имеется T=20 пар наблюдений целевой переменной у и экзогенной переменной х, которые представлены в табл. 3.3.

Таблица 3.3
	хt
	5,5
	8,5
	20,1
	24,5
	17,0
	22,0
	19,0
	16,0
	5,0
	13,4

	yt
	4,5
	10,0
	18,5
	20,0
	18,5
	25,0
	8,5
	13,0
	7,4
	15,6

	хt
	3,0
	6,1
	22,2
	20,1
	8,0
	12,0
	14,0
	19,5
	18,0
	15,1

	yt
	5,5
	5,2
	18,5
	18,0
	8,0
	9,8
	12,0
	14,8
	15,2
	12,0


Будем исходить из нормального распределения ошибки и отсутствия автокорреляции. Имеется подозрение на гетероскедастичность. 

Требуется:

1.
Проанализировать следующий способ проверки на гетероскедастичность: с помощью критерия Фишера  проверяется нулевая гипотеза о гомоскедастичности для Т1=5, для Т2=10 и для Т3=15 наблюдений при уровне значимости (=0,05, и если хотя бы один из этих тестов отклонит нулевую гипотезу, то имеется гетероскедастичность.  

2.
Для уровня значимости (=0,05 проверить гипотезу, что дисперсии ошибки для первых и последних 10 пар наблюдений различны.

Задание 3.10

Имеется обобщенная регрессионная модель

сt  =(0+ (1 yt +(t        (t=1,...,Т),

где с – потребление домохозяйства определенной структуры,    у –  доход этого домохозяйства. Имеется выборка из задачи 3.6. Рассматриваемые домохозяйства разбиваются на две группы: с доходом до 50 единиц и с доходом от 50 до 100 единиц.

Требуется с учетом предположения о нормальном распределении ошибки проверить при уровне значимости (=0,05 нулевую гипотезу, что дисперсия ошибки во второй группе домохозяйств в два раза больше, чем в первой.

Задание 3.10

Имеется линейное уравнение множественной регрессии

yt  =(0+ (1 х1t +...+(n хnt + (t        (t=1,...,Т),

для ошибок которого выполняются предпосылки авторегрессии первого порядка, параметр (  известен. Для оценивания параметров (0, (1,...,  (n  предлагается провести следующее преобразование: из t-го уравнения вычесть t–1-e уравнение, умноженное на (,  t=1,...,Т, т. е. осуществить переход к обобщенным первым разностям.

Требуется:

1.
Определить матрицу преобразований T(, с помощью которой осуществляется переход к модифицированному уравнению.

2.
Определить “оптимальные” оценки параметров модифицированного уравнения и показать, как от них можно перейти к оценкам параметров исходного уравнения.

3.
Определить “оптимальные” оценки параметров исходного уравнения и сравнить их с оценками из п. 3. 

Задание 3.11
Для линейного однофакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т)

имеется T=12 пар наблюдений целевой переменной у и экзогенной переменной х, которые представлены в табл. 3.4.

Таблица 3.4
	хt
	5,0
	2,5
	1,8
	6,8
	9,0
	3,8
	6,5
	9,0
	1,0
	3,5
	7,1
	10

	yt
	5,0
	4,8
	3,1
	8,2
	8,6
	5,5
	6,5
	11,1
	2,1
	4,5
	8,9
	11,8


Для ошибки уравнения (t  выполняются предпосылки авторегрессии первого порядка с известными значениями (=–0,4 и ((2 =1.

Требуется:

1.
Оценить параметры уравнения (0  и (1  с помощью обобщенного МНК.

2.
Оценить параметры уравнения (0  и (1  с помощью модифицированного уравнения из задачи 3.10.

3.
Определить ошибки, которые возникают при использовании классического МНК и оценивания из п. 2 по сравнению с “оптимальными” оценками из п. 1.

Задание 3.12
Для линейного однофакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т)

имеется T=18 пар наблюдений целевой переменной у и экзогенной переменной х, которые представлены в табл. 3.5.

Таблица 3.5
	хt
	0,10
	0,15
	0,20
	0,25
	0,30
	0,35
	0,40
	0,45
	0,50

	yt
	0,019
	0,019
	0,027
	0,051
	0,093
	0,136
	0,171
	0,198
	0,267

	хt
	0,55
	0,60
	0,65
	0,70
	0,75
	0,80
	0,85
	0,90
	0,95

	yt
	0,314
	0,365
	0,396
	0,482
	0,569
	0,627
	0,710
	9,835
	0,913


Для ошибки уравнения (t  выполняются предпосылки авторегрессии первого порядка.

Требуется:

1.
Определить оценку r  параметра авторегрессии ошибки.

2.
Определить с использованием полученной в п. 1 оценки параметра авторегрессии первый вектор оценок параметров (0 и (1.

3.
Рассчитать с использованием полученного в п.2 результата новую оценку r( и определить с ее помощью новый вектор оценок обоих параметров регрессии.

4.
Определить следующую оценку r(( и сравнить оценки r, r( и r((  друг с другом.

Задание 3.13
Для линейного однофакторного уравнения регрессии 

yt  =(0+ (1 хt +(t        (t=1,...,Т)

имеется T=18 пар наблюдений целевой переменной у и экзогенной переменной х, которые представлены в табл. 3.5 (см. задание 3.12). 

Требуется:

1.
Проверить при уровне значимости (=0,10 гипотезу об отсутствии автокорреляции первого порядка у ошибок (t.

2.
Проверить при уровне значимости (=0,05 гипотезу о наличие негативной автокорреляции ошибок линейного регрессионного уравнения с тремя экзогенными переменными, если для 20 наблюдений получены следующие остатки: 0,8; –1,2; 0,0; –0,6; 1,1; 0,9; 0,2; 0,4; –0,6; 0,1; –0,7; 1,4; 1,0; 1,5; –0,8; 0,2; –1,4; 0,3; 0,8; –1.
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* Т. е. ошибка обладает нулевым математическим ожиданием M[(t]=0, ее дисперсия постоянна на всех участках рассматриваемого периода времени, а разновременные значения (t   и (t–j, j=1,2,…; независимы.


* В этом случае значения факторов будут обозначаться как  хi, t–1,  хi, t–2,...


** ( )( означает операцию транспонирования.


* Определение значений оценок параметров эконометрической модели осуществляется на основе исходной информации, выражаемой вектором у и матрицей Х, сформированных из наблюдаемых значений зависимой и независимых переменных.


* Вероятность р* в данном случае определяет границы области принятия гипотезы, р* – вероятность того, что при (((*( k) гипотеза оказывается верной, т. е. 1– р*  – вероятность ошибки.


* Как было отмечено выше принятие решения о “целесообразности” удаления незначимого фактора основывается на анализе и ряда других критериев.


* Для некоторых классов эконометрических моделей (например, моделей временных рядов, моделей финансовой эконометрики) при выявлении соответствия модели и процесса основную роль играет также степень совпадения теоретических свойств модели со свойствами описываемого ею процесса (см. главы VI и VII).


* Следует, однако, отметить, что данные показатели корректно рассчитываются лишь в случае ошибки, в ряду которой отсутствуют автокорреляционные связи. Если же такие связи имеют место, то, вообще говоря, их расчетные значения, определяемые по приведенным ниже формулам, содержат ошибку, величина которой зависит от силы этой связи.


* В таком случае в качестве “меры точности аппроксимации” следовало бы использовать выражение   � EMBED CorelEquation  ���, где � EMBED CorelEquation  ��� – значение ковариации ошибок (t  и (t+i .


 


* При этом увеличение объема выборки не должно нарушать ее однородность в том смысле, что закономерности рассматриваемых процессов являются теми же, как на “меньшей” выборке, так и на “большей”. 


* Напомним, что асимптотическая несмещенность оценок является достаточным условием их состоятельности.


* Напомним, что первый выборочный коэффициент автокорреляции ошибки рассчитывается по следующей формуле:


� EMBED CorelEquation  ���


*G2=[ET–Х((Х(Х)–1(Х(]2=ET–2Х((Х(Х)–1(Х(+Х((Х(Х)–1(Х(Х((Х(Х)–1(Х(=ET–Х((Х(Х)–1(Х(=G.


* Это делается путем подстановки данного выражения в (2.99) и непосредственного перемножения матриц с учетом правила их транспонирования.


* Дисперсия переменной yt  в точке t может рассматривать как характеристика, построенная на множестве выборочных оценок математических ожиданий M[yt ]  при соответствующих вариантах оценок их параметров, т.е. как 


� EMBED CorelEquation  ���,


где R – количество возможных вариантов оценок параметров и Mr[yt]=� EMBED CorelEquation  ��� – выборочное математическое ожидание переменной yt  в r-м варианте. Аналогичным образом могут быть проинтерпретированы и определены и ковариации значений yt  и yt+j , t=1, 2,...Т; j= 1, 2,...,T–1


� EMBED CorelEquation  ��� 


* Доказательство справедливости выражения (2.119) приведено в разделе 2.3.


** Состоятельность в данном случае характеризует определенное свойство функции правдоподобия, связанное с увеличением ряда наблюдений переменных модели при условии однородности выборки. Оно состоит в том, что с ростом Т максимальное значение этой функции (т. е. в точке оптимума) все более значительно превосходит ее значения в точках с другими неоптимальными значениями ее параметров.


* Напомним, что положительно определенная матрица невырождена, имеет положительный определитель и положительные главные миноры. Положительная определенность матрицы (  вытекает из ее симметричности.
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